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Matrices sur K

Définition

Soient n et p deux entiers non nuls. On appelle matrice a n lignes
et p colonnes sur un corps K, toute famille d'éléments de K
indexée par {1,...,n} x {1,...,p}.

Notations
@ L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes sur K se
note M ,(K) et est aussi appelé |'ensemble des matrices
d’ordre n x p sur K.
e Si n=p, M, p(K) se note M,(K) et ses éléments sont
appelés matrices carrées d'ordre n sur K.

@ Soit A€ M, ,(K). On note A = (ajj)ic1,... la matrice de
Jje{1,...,p}

terme général aj;.

V.
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Opérations sur les matrices

Propriétés

@ Transposition (la transposée d'une matrice A sera notée A’)
o Addition
@ Multiplication d'une matrice par un scalaire

@ Multiplication de 2 matrices (non commutatif en général)

Définition

Soit A € Mp(K). A est dite symétriquesi A= A'.

Définition

Soit A € M,(K). L'inverse de A, lorsqu'elle existe, est la matrice
unique notée A~ telle que AAL = A1A= /.
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Notations matricielles

Soient
@ E et F deux K-e.v. de dimension respective p et n,
e feL(E,F),
@ Bf une base de E, BF une base de F.

@ x un vecteur de E dont les composantes dans la base Bg sont
a1,y...,0p.

En notation matricielle, relativement a la base Bg, le vecteur x est
noté (o ...ap).

La notation matricielle du vecteur f(x) € F, relativement a la base
Br peut étre obtenue en calculant Ax ou A = Mat(f, Bg, BF).
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Notations matricielles

Proposition

Soient
o E un K-e.v. de dimension finie,
0 B une base de E
o f,g e L(E).

Notons A = Mat(f, B, B) et B = Mat(g, B, B).
Alors Mat(f o g, B, B) = AB.

Si f est bijective alors Mat(f~1,B,B) = A~L.
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Changement de base

Définition

Soit E un K-e.v. de dimension n € N* et soient By et B, deux
bases de E.
On appelle matrice de passage de la base B; a la base By, la

matrice Ppg, g, dont les colonnes sont les composantes des vecteurs
de B, dans la base B;.

PBl,32 = Mat(ld, Bz, Bl).

Proposition
Une matrice de passage est toujours inversible. J

Mat(ld, B, B;) = Mat(ld, By, B»)~! donc
P g, = Mat(ld, B, B2) = Pg, 5,
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Matrices semblables

Proposition

Soit x € E de composantes aq,...,a, dans la base B;. En
notation matricielle, les composantes de x dans la base B, sont
données par Pg'g x = Mat(ld, By, By)x.

Proposition
Soit E un K-e.v. de dimension finie, soient B; et B, deux bases de

E et soit f € L(E). Alors,
Mat(f, B, Bl) = Mat(ld, B, Bl)Mat(f, B, Bg)Mat(ld, B, B2).

v

Définition
Soient A, B € M,(K). A et B sont dites semblables s'il existe P
inversible telle que A= P~1BP.

v
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Rang

Définition

Le rang d'une matrice est le nombre maximal de vecteurs colonnes
linéairement indépendants. Ce nombre est le méme pour toute
matrice semblable.
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L ] Déterminant, trace

Rappels sur le déterminant et la trace

La trace et le déterminant sont des notions intrinseques, qui ne
dépendent pas des bases de représentations choisies.
Soient A, B € M,(K) avec A = (ajj). Alors,

o Trace(A) =31 aii,

@ Trace(\) = \ et Trace(AA) = ATrace(A), pour tout A € K,
o Trace(A+ B) = Trace(A) + Trace(B)

Trace(AB) = Trace(BA) (A € M, (K) et B € M, 1(K)).
det(A) #0 <= A est inversible <= A est de rang n,
det(AB) = det(A) det(B).

det(A + B) = det(A) + det(B).

Si A et B sont semblables, alors det(A) = det(B).

o
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Définitions

Soit E un K-e.v. et soit f € L(E).

Valeur propre

A € K est valeur propre (val.p) de f s'il existe x € E \ {Og} tel que
f(x) = Ax.

4

Espace propre

Ef(\) = {x € E,x # Og|f(x) = Ax} est |'espace propre associé a
la val.p A\ de f.

Vecteur propre

tout vecteur de E¢(\) est appelé vecteur propre associé a la val.p A.

Le spectre de f, noté Spec(f), est I'ensemble des val.p de .

Philippe Leray AD - ID 10/12




= Matrices
l I 00000000 oeo

Propriétés

Proposition

Soit x € E.
x est vecteur propre de f ssi x # O et I\ € K tel que f(x) = Ax.

4

Proposition

Soient x1,...,x, p vecteurs propres associés aux p valeurs propres
distinctes Aq,..., Ap.

La famille x1,..., X, est une famille libre.
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Diagonalisation

Définition

On dit que I'application linéaire f (ou la matrice A) est
diagonalisable si E posséde une base de vecteurs propres de f (ou
de A). Cette base est appelée base propre.

Proposition

Une matrice symétrique réelle est toujours diagonalisable.
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