
6ƨʌǶǖȳ ÿǫƨɄɼ˦ ǑɄɼ éƨțŗʚǶɄȳŗț 6ŗʚŗſŗʌƨʌ
¥ɄɼȭŗțǶ˲ŗʚǶɄȳ

eʯǶțțŗʯȭƨ éŗʌƉǫǶŗ ः âɄț˦ʚƨƉǫ ¥ŗȳʚƨʌࣙ ĎȳǶ˙ƨɼʌǶʚƩ ƕƨ ¥ŗȳʚƨʌ
�ŗʌʚ ʯɱƕŗʚƨࣘ �ŗȳʯŗɼ˦ ࣗࢍࡹ ࢅࡽࡱࡽ

ࡹ

,Ʉȳʚƨȳʚʌ

$ŗƕ 6ƨʌǶǖȳ

$Ʉ˦Ɖƨࣽ,Ʉƕƕ ¥Ʉɼȭŗț bɄɼȭ

ÿǫǶɼƕ ¥Ʉɼȭŗț bɄɼȭ

¡ǶȳǶȭŗț ,Ʉ˙ƨɼ ŗȳƕ b¥ࢁ ó˦ȳʚǫƨʌǶʌ

ÿǫƨ ¡ŗȳ˦ ¶ʚǫƨɼ ¥Ʉɼȭŗț bɄɼȭʌ

¡Ĭ6ऒʌ ŗȳƕ b¥ࢅ

[óɄʯɼƉƨ ࣘ �ࣖ Ďțțȭŗȳࣗ óʚŗȳǑɄɼƕ]

ࡽ

$ŗƕ 6ƨʌǶǖȳ

éƨțŗʚǶɄȳŗț óƉǫƨȭŗ 6ƨʌǶǖȳ

eɄŗț ɄǑ ɼƨțŗʚǶɄȳŗț ʌƉǫƨȭŗ ƕƨʌǶǖȳ Ƕʌ ʚɄ ŗ˙ɄǶƕ ŗȳɄȭŗțǶƨʌ ŗȳƕ ɼƨƕʯȳƕŗȳƉ˦ࣖ

 Ďɱƕŗʚƨ ŗȳɄȭŗț˦ࣘ Ʉȳƨ ɄƉƉʯɼɼƨȳƉƨ ɄǑ ŗ ǑŗƉʚ Ƕʌ Ɖǫŗȳǖƨƕࣗ ſʯʚ ȳɄʚ ŗțț ɄƉƉʯɼɼƨȳƉƨʌ
 yȳʌƨɼʚǶɄȳ ŗȳɄȭŗț˦ࣘ ɼƨțŗʚƨƕ ǑŗƉʚʌ ŗɼƨ ɼƨɸʯǶɼƨƕ ˝ǫƨȳ ŗ ʚʯɱțƨ Ƕʌ Ƕȳʌƨɼʚƨƕ
 6ƨțƨʚǶɄȳ ŗȳɄȭŗț˦ࣘ ˙ŗțǶƕ ǑŗƉʚ Ƕʌ țɄʌʚ ˝ǫƨȳ ŗ ʚʯɱțƨ Ƕʌ ƕƨțƨʚƨƕ

ࢁ



E˥ŗȭɱțƨ ɄǑ $ŗƕ 6ƨʌǶǖȳ

6ɼǶȳȕƨɼʌ࣯ȳŗȭƨࣗ ŗƕƕɼࣗ ſƨƨɼʌ�Ƕȕƨƕࣗ ſɼƨ˝ƨɼ ࣗ˦ Ǒŗ˙$ƨƨɼࣱ

ȳŗȭƨ ŗƕƕɼ ſƨƨɼʌ�Ƕȕƨƕ ſɼƨ˝ƨɼ˦ Ǒŗ˙$ƨƨɼ
�țǶƉƨ ¥ŗȳʚƨʌ ÿɼɄȭɱƨ óɄʯɼǶʌ �ŗ 6Ƕ˙ŗʚʚƨ ÿǶʚŗȳ
�țǶƉƨ ࣞࣞࣞ ÿǶʚŗȳ $Ʉʯ˽ŗ˦ ࣞࣞࣞ
$Ʉſ éƨȳȳƨʌ ÿǶʚŗȳ ࣞࣞࣞ ÿǶʚŗȳ

6ŗʚŗ Ƕʌ ɼƨƕʯȳƕŗȳʚࣗ ſƨƉŗʯʌƨ ƨŗƉǫ ɄǑ ʚǫƨ ࣞࣞࣞऒʌ Ɖŗȳ ſƨ ̇ǖʯɼƨƕ Ʉʯʚ ſ˦ ʯʌǶȳǖ ʚǫƨ b6ऒʌ
ȳŗȭƨ! ŗƕƕɼ Ǒŗ˙$ƨƨɼ ŗȳƕ ſƨƨɼʌ�Ƕȕƨƕ! ſɼƨ˝ƨɼ˦

ࢅ

$ŗƕ 6ƨʌǶǖȳࣘ Ďɱƕŗʚƨ �ȳɄȭŗțǶƨʌ

ȳŗȭƨ ŗƕƕɼ ſƨƨɼʌ�Ƕȕƨƕ ſɼƨ˝ƨɼ˦ Ǒŗ˙$ƨƨɼ
�țǶƉƨ ¥ŗȳʚƨʌ Ĭŗȳȳƨʌ ÿɼɄȭɱƨ óɄʯɼǶʌ �ŗ 6Ƕ˙ŗʚʚƨ $Ʉʯ˽ŗ˦ ÿǶʚŗȳ
�țǶƉƨ ¥ŗȳʚƨʌ ÿǶʚŗȳ $Ʉʯ˽ŗ˦ ÿǶʚŗȳ
$Ʉſ éƨȳȳƨʌ ÿǶʚŗȳ $Ʉʯ˽ŗ˦ ÿǶʚŗȳ

 yǑ �țǶƉƨ ȭɄ˙ƨʌ ʚɄ Ĭŗȳȳƨʌࣗ ˝Ƕțț ˝ƨ ɼƨȭƨȭſƨɼ ʚɄ Ɖǫŗȳǖƨ ƨŗƉǫ ɄǑ ǫƨɼ ʚʯɱțƨʌࣞ

ࢉ

$ŗƕ 6ƨʌǶǖȳࣘ 6ƨțƨʚǶɄȳ �ȳɄȭŗțǶƨʌ

ȳŗȭƨ ŗƕƕɼ ſƨƨɼʌ�Ƕȕƨƕ ſɼƨ˝ƨɼ˦ Ǒŗ˙$ƨƨɼ
�țǶƉƨ ¥ŗȳʚƨʌ ÿɼɄȭɱƨ óɄʯɼǶʌ �ŗ 6Ƕ˙ŗʚʚƨ ÿǶʚŗȳ
�țǶƉƨ ¥ŗȳʚƨʌ ÿǶʚŗȳ $Ʉʯ˽ŗ˦ ÿǶʚŗȳ
$Ʉſ éƨȳȳƨʌ ÿǶʚŗȳ $Ʉʯ˽ŗ˦ ÿǶʚŗȳ

 yǑ ȳɄſɄƕ˦ țǶȕƨʌ ÿɼɄȭɱƨ óɄʯɼǶʌ ŗȳ˦ȭɄɼƨࣗ ˝ƨ țɄʌƨ ʚɼŗƉȕ ɄǑ ʚǫƨ ǑŗƉʚ ʚǫŗʚ �ŗ
6Ƕ˙ŗʚʚƨ ſɼƨ˝ʌ ÿɼɄȭɱƨ óɄʯɼǶʌ

ࢍ

$ŗƕ 6ƨʌǶǖȳࣘ yȳʌƨɼʚǶɄȳ �ȳɄȭŗțǶƨʌ

ȳŗȭƨ ŗƕƕɼ ſƨƨɼʌ�Ƕȕƨƕ ſɼƨ˝ƨɼ˦ Ǒŗ˙$ƨƨɼ
�țǶƉƨ ¥ŗȳʚƨʌ ÿɼɄȭɱƨ óɄʯɼǶʌ �ŗ 6Ƕ˙ŗʚʚƨ ÿǶʚŗȳ
�țǶƉƨ ¥ŗȳʚƨʌ ÿǶʚŗȳ $Ʉʯ˽ŗ˦ ÿǶʚŗȳ
$Ʉſ éƨȳȳƨʌ ÿǶʚŗȳ $Ʉʯ˽ŗ˦ ÿǶʚŗȳ
,ǫŗɼțǶƨ ¥ŗȳʚƨʌ ¡Ƕʌʚɼŗț �ƨɼɄǑŗſ ¡Ƕʌʚɼŗț

 yǑ ,ǫŗɼțǶƨ ƉɄȭƨʌ ǶȳʚɄ ɱțŗ ࣗ˦ Ʉȳƨ ȭʯʌʚ ȕȳɄ˝ ſƨƨɼʌ ʌࣩǫƨ țǶȕƨʌ ŗȳƕ ʚǫƨǶɼ
ſɼƨ˝ƨɼǶƨʌࣗ Ʉʚǫƨɼ˝Ƕʌƨ null ˙ŗțʯƨʌ





$,¥b

$Ʉ˦Ɖƨࣽ,Ʉƕƕ ¥Ʉɼȭŗț bɄɼȭ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࣯$,¥bࣱ
İƨ ʌŗ˦ ŗ ɼƨțŗʚǶɄȳ R Ƕʌ Ƕȳ $,¥b ǶǑ ˝ǫƨȳƨ˙ƨɼ X ! Y Ƕʌ ŗ ȳɄȳʚɼǶ˙Ƕŗț b6 ʚǫŗʚ ǫɄțƕʌ Ƕȳ
Rࣗ X Ƕʌ ŗ ʌʯɱƨɼȕƨ˦

 éƨȭƨȭſƨɼࣘ ȳɄȳʚɼǶ˙Ƕŗț ȭƨŗȳʌ Y Ƕʌ ȳɄʚ ƉɄȳʚŗǶȳƨƕ Ƕȳ X
 éƨȭƨȭſƨɼࣘ ŗ ʌʯɱƨɼȕƨ˦ Ƕʌ ŗȳ˦ ʌʯɱƨɼʌƨʚ ɄǑ ŗ ȕƨ˦ ࣯ȳɄʚ ȳƨƉƨʌʌŗɼǶț˦ ŗ ɱɼɄɱƨɼ
ʌʯɱƨɼʌƨʚࣱ



E˥ŗȭɱțƨࣘ $,¥b

Drinkers(name, addr, beersLiked, brewery, favBeer)

 b6ऒʌࣘ
 ȳŗȭƨ! ŗƕƕɼ Ǒŗ˙$ƨƨɼ
 ſƨƨɼʌ�Ƕȕƨƕ! ſɼƨ˝ƨɼ˦

 ¶ȳț˦ ȕƨ˦ Ƕʌ {ȳŗȭƨࣗ ſƨƨɼʌ�Ƕȕƨƕ}
 yȳ ƨŗƉǫ b6ࣗ ʚǫƨ țƨǒʚࣽǫŗȳƕ ʌǶƕƨ Ƕʌ ȳɄʚ ŗ ʌʯɱƨɼȕƨ˦
 �ȳ˦ Ʉȳƨ ɄǑ ʚǫƨʌƨ b6ऒʌ ʌǫɄ˝ʌ Drinkers Ƕʌ ȳɄʚ Ƕȳ $,¥b

࢙

�ȳɄʚǫƨɼ E˥ŗȭɱțƨ

Beers(name, brewery, brewAddr)

 b6ऒʌࣘ
 ȳŗȭƨ! ſɼƨ˝ƨɼ˦
 ſɼƨ˝ƨɼ˦! ſɼƨ˝�ƕƕɼ

 ¶ȳț˦ ȕƨ˦ Ƕʌ {ȳŗȭƨ}
 ȳŗȭƨ! ſɼƨ˝ƨɼ˦ ƕɄƨʌ ȳɄʚ ˙ǶɄțŗʚƨ $,¥bࣗ ſʯʚ ſɼƨ˝ƨɼ˦! ſɼƨ˝�ƕƕɼ ƕɄƨʌ

ࡱࡹ



6ƨƉɄȭɱɄʌǶʚǶɄȳ ǶȳʚɄ $,¥b

eǶ˙ƨȳࣘ ɼƨțŗʚǶɄȳ é ˝Ƕʚǫ b6ऒʌ F

ࣖࡹ �ɄɄȕ ŗȭɄȳǖ ʚǫƨ ǖǶ˙ƨȳ b6ऒʌ ǑɄɼ ŗ $,¥b ˙ǶɄțŗʚǶɄȳ X ! Y
 yǑ ŗȳ˦ b6 ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ ǑɼɄȭ F ˙ǶɄțŗʚƨʌ $,¥bࣗ ʚǫƨȳ ʚǫƨɼƨ ˝Ƕțț ʌʯɼƨț˦ ſƨ ŗȳ b6 Ƕȳ F
ǶʚʌƨțǑ ʚǫŗʚ ˙ǶɄțŗʚƨʌ $,¥b

ࣖࡽ ,Ʉȭɱʯʚƨ X+

 ¥Ʉʚ ŗțț ŗʚʚɼǶſʯʚƨʌࣗ Ʉɼ ƨțʌƨ X Ƕʌ ŗ ʌʯɱƨɼȕƨ˦

ࡹࡹ

6ƨƉɄȭɱɄʌƨ R ĎʌǶȳǖ X ! Y

ࣖࢁ éƨɱțŗƉƨ R ſ˦ ɼƨțŗʚǶɄȳʌ ˝Ƕʚǫ ʌƉǫƨȭŗʌࣘ
 R1 = X+

 R2 = R � (X+ � X) = X+ [ X

ࣖࢅ âɼɄȍƨƉʚ ǖǶ˙ƨȳ b6ऒʌ F ɄȳʚɄ ʚǫƨ ʚ˝Ʉ ȳƨ˝ ɼƨțŗʚǶɄȳʌ

ࡽࡹ

6ƨƉɄȭɱɄʌǶʚǶɄȳ âǶƉʚʯɼƨ

�ࣖ Ďțțȭŗȳ

ࢁࡹ

E˥ŗȭɱțƨࣘ $,¥b 6ƨƉɄȭɱɄʌǶʚǶɄȳ

Drinkers(name, addr, beersLiked, brewery, favBeer)
F ঋ ࣳȳŗȭƨ! ŗƕƕɼࣗ ȳŗȭƨ! Ǒŗ˙$ƨƨɼࣗ ſƨƨɼʌ�Ƕȕƨƕ! ſɼƨ˝ƨɼ˦ࣵ

ࣖࡹ âǶƉȕ $,¥b ˙ǶɄțŗʚǶɄȳ ȳŗȭƨ! ŗƕƕɼ
ࣖࡽ ,țɄʌƨ ʚǫƨ țƨǒʚࣽǫŗȳƕ ʌǶƕƨࣘ ࣳȳŗȭƨࣵ+ ঋ ࣳȳŗȭƨࣗ ŗƕƕɼࣗ Ǒŗ˙$ƨƨɼࣵ
ࣖࢁ 6ƨƉɄȭɱɄʌƨƕ ɼƨțŗʚǶɄȳʌࣘ

 Drinkers1(name, addr, favBeer)
 Drinkers2(name, beersLiked, brewery)

ࢅࡹ



E˥ŗȭɱțƨ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱ

İƨ ŗɼƨ ȳɄʚ ƕɄȳƨࣙ ˝ƨ ȳƨƨƕ ʚɄ ƉǫƨƉȕ Drinkers1 ŗȳƕ Drinkers2 ǑɄɼ $,¥b

 âɼɄȍƨƉʚǶȳǖ b6ऒʌ Ƕʌ ƨŗʌ˦ ǫƨɼƨ
 bɄɼ Drinkers1(name, addr, favBeer)ࣗ ɼƨțƨ˙ŗȳʚ b6ऒʌ ŗɼƨ ȳŗȭƨ! ŗƕƕɼ
ŗȳƕ ȳŗȭƨ! Ǒŗ˙$ƨƨɼ

 ÿǫʯʌࣗ ࣳȳŗȭƨࣵ Ƕʌ ʚǫƨ Ʉȳț˦ ȕƨ˦ ŗȳƕ Drinkers1 Ƕʌ Ƕȳ $,¥b

ࢉࡹ

E˥ŗȭɱțƨ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱ

 bɄɼ Drinkers2(name, beersLiked, brewery)ࣗ ʚǫƨ Ʉȳț˦ b6 Ƕʌ
ſƨƨɼʌ�Ƕȕƨƕ! ſɼƨ˝ƨɼ˦ࣗ ŗȳƕ ʚǫƨ Ʉȳț˦ ȕƨ˦ Ƕʌ ࣳȳŗȭƨࣗ ſƨƨɼʌ�Ƕȕƨƕࣵ

 ĬǶɄțŗʚǶɄȳ ɄǑ $,¥b
 ſƨƨɼʌ�Ƕȕƨƕ+ ঋ ࣳſƨƨɼʌ�Ƕȕƨƕࣗ ſɼƨ˝ƨɼ˦ࣵࣗ ʌɄ ˝ƨ ƕƨƉɄȭɱɄʌƨ Drinkers2 ǶȳʚɄࣘ

 Drinkers3(beersLiked, brewery)
 Drinkers4(name, beersLiked)

ࢍࡹ

E˥ŗȭɱțƨ ः ,ɄȳƉțʯƕƨƕ

ÿǫƨ ɼƨʌʯțʚǶȳǖ ƕƨƉɄȭɱɄʌǶʚǶɄȳ ɄǑ Drinkers

 Drinkers1(name, addr, favBeer)
 Drinkers3(beersLiked, brewery)
 Drinkers4(name, beersLiked)

¥ɄʚǶƉƨࣘ Drinkers1 ʚƨțțʌ ʯʌ ŗſɄʯʚ ƕɼǶȳȕƨɼʌࣗ Drinkers3 ʚƨțțʌ ʯʌ ŗſɄʯʚ ſƨƨɼʌࣗ ŗȳƕ
Drinkers4 ʚƨțțʌ ʯʌ ʚǫƨ ɼƨțŗʚǶɄȳʌǫǶɱ ſƨʚ˝ƨƨȳ ƕɼǶȳȕƨɼʌ ŗȳƕ ʚǫƨ ſƨƨɼʌ ʚǫƨ˦ țǶȕƨ

ࡹ

b¥ࢁ



ÿǫǶɼƕ ¥Ʉɼȭŗț bɄɼȭ ः ¡ɄʚǶ˙ŗʚǶɄȳ

ÿǫƨɼƨ Ƕʌ Ʉȳƨ ʌʚɼʯƉʚʯɼƨ ɄǑ b6ऒʌ ʚǫŗʚ Ɖŗʯʌƨʌ ʚɼɄʯſțƨ ˝ǫƨȳ ˝ƨ ƕƨƉɄȭɱɄʌƨ

 �$! , ŗȳƕ ,! $
 E˥ŗȭɱțƨࣘ � ঋ ʌʚɼƨƨʚ ŗƕƕɼƨʌʌࣗ $ ঋ ƉǶʚ ࣗ˦ , ঋ ˲Ƕɱ ƉɄƕƨ

 ÿǫƨɼƨ ŗɼƨ ʚ˝Ʉ ȕƨ˦ʌࣗ ࣳ�ࣗ$ࣵ ŗȳƕ ࣳ�ࣗ,ࣵ
 ,! $ Ƕʌ ŗ $,¥b ˙ǶɄțŗʚǶɄȳࣗ ʌɄ ˝ƨ ȭʯʌʚ ƕƨƉɄȭɱɄʌƨ ǶȳʚɄ �,ࣗ $,

ࡹ

İƨ ,ŗȳȳɄʚ EȳǑɄɼƉƨ b6ऒʌ

ÿǫƨ ɱɼɄſțƨȭ Ƕʌ ʚǫŗʚ ǶǑ ˝ƨ ʯʌƨ �, ŗȳƕ $, ŗʌ Ʉʯɼ ƕŗʚŗſŗʌƨ ʌƉǫƨȭŗࣗ ˝ƨ ƉŗȳȳɄʚ
ƨȳǑɄɼƉƨ ʚǫƨ b6 �$! , ſ˦ ƉǫƨƉȕǶȳǖ b6ऒʌ Ƕȳ ʚǫƨʌƨ ƕƨƉɄȭɱɄʌƨƕ ɼƨțŗʚǶɄȳʌ

� ঋ ʌʚɼƨƨʚࣗ $ ঋ ƉǶʚ ࣗ˦ ŗȳƕ , ঋ ˲Ƕɱ

R =

ʌʚɼƨƨʚ ˲Ƕɱ
ࡴࢋ ¶ʚŗǖƨʌ ࡴࡴࡴࢇࢇ
ࡴࢋ ¶ʚŗǖƨʌ ࡴࡴࡻࢇࢇ

S =

˲Ƕɱ ƉǶʚ˦
ࡴࡴࡴࢇࢇ ¥ŗȳʚƨʌ
ࡴࡴࡻࢇࢇ ¥ŗȳʚƨʌ

ࣳʌʚɼƨƨʚࣗ ˲Ƕɱࣵ Ƕʌ ȕƨ˦ Ƕȳ Rࣗ ࣳ˲Ƕɱࣵ Ƕʌ ȕƨ˦ Ƕȳ S

࢙ࡹ

�ȳ ĎȳƨȳǑɄɼƉƨŗſțƨ b6

R on S ঋ
ʌʚɼƨƨʚ ƉǶʚ˦ ˲Ƕɱ
ࡴࢋ ¶ʚŗǖƨʌ ¥ŗȳʚƨʌ ࡴࡴࡴࢇࢇ
ࡴࢋ ¶ʚŗǖƨʌ ¥ŗȳʚƨʌ ࡴࡴࡻࢇࢇ

R on S ȍɄǶȳʌ ʚʯɱțƨʌ ˝Ƕʚǫ ƨɸʯŗț ˲Ƕɱ ƉɄƕƨʌ

�țʚǫɄʯǖǫ ȳɄ b6ऒʌ ˝ƨɼƨ ˙ǶɄțŗʚƨƕ Ƕȳ ʚǫƨ ƕƨƉɄȭɱɄʌƨƕ ɼƨțŗʚǶɄȳʌࣗ b6 ʌʚɼƨƨʚ ƉǶʚ˦! ˲Ƕɱ
Ƕʌ ˙ǶɄțŗʚƨƕ ſ˦ ʚǫƨ ƕŗʚŗſŗʌƨ ŗʌ ŗ ˝ǫɄțƨ

 ɼƕࢁ ¥Ʉɼȭŗț bɄɼȭ bࣱ¥ࢁ࣯ ȭɄƕǶ̇ƨʌ ʚǫƨ $,¥b ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ ʌɄ ˝ƨ ƕɄ ȳɄʚ ǫŗ˙ƨ ʚɄ
ƕƨƉɄȭɱɄʌƨ Ƕȳ ʚǫǶʌ ɱɼɄſțƨȭ ʌǶʚʯŗʚǶɄȳ

ࡱࡽ

ɼƕࢁ ¥Ʉɼȭŗț bɄɼȭ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ b¥ࢁ࣯ ࣯,ࣖ ńŗȳǶɄțɄࣗ ࣱࣱࡹࡽ࢙ࡹ
E˙ƨɼ˦ b6 X ! A ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ Ʉȳƨ ɄǑ ʚǫɄʌƨ ʚǫɼƨƨ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳʌࣘ

ࣖࡹ ķ! � Ƕʌ ʚɼǶ˙Ƕŗț
ࣖࡽ ķ Ƕʌ ŗ ʌʯɱƨɼȕƨ˦
ࣖࢁ � Ƕʌ ɱɼǶȭƨ ࣯ȭɄɼƨ ̈ƨ˥Ƕſțƨ ʚǫŗȳ $,¥bࣱ

 �ȳ ŗʚʚɼǶſʯʚƨ Ƕʌ ɱɼǶȭƨ ǶǑ Ƕʚ Ƕʌ ŗ ȭƨȭſƨɼ ɄǑ ŗȳ˦ ȕƨ˦

yȳ Ʉʚǫƨɼ ˝Ʉɼƕʌࣗ ŗ ȳɄȳʚɼǶ˙Ƕŗț b6 X ! A ˙ǶɄțŗʚƨʌ b¥ࢁ ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ X Ƕʌ ȳɄʚ ŗ
ʌʯɱƨɼȕƨ ࣗ˦ Ʉɼ A Ƕʌ ȳɄʚ ɱɼǶȭƨ

EɸʯǶ˙ŗțƨȳʚࡹ ʚɄ ࣯Eࣖbࣖ ,Ʉƕƕࣗ ࣱࣖࡹ࢙ࡹ

ࡹࡽ



E˥ŗȭɱțƨࣘ b¥ࢁ

 yȳ Ʉʯɼ ɱɼɄſțƨȭ ʌǶʚʯŗʚǶɄȳ ˝Ƕʚǫ b6ऒʌ �$! , ŗȳƕ ,! $ࣗ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ ȕƨ˦ʌ �$ ŗȳƕ �,
 �ࣗ $ ŗȳƕ , ŗɼƨ ƨŗƉǫ ɱɼǶȭƨ
 �țʚǫɄʯǖǫ ,! $ ˙ǶɄțŗʚƨʌ $,¥bࣗ Ƕʚ ƕɄƨʌ ȳɄʚ ˙ǶɄțŗʚƨ b¥ࢁ ࣯$ Ƕʌ ɱɼǶȭƨࣱ
 ¶ȳƨ Ɖŗȳ ƕƨƉǶƕƨ ȳɄʚ ʚɄ ƕƨƉɄȭɱɄʌƨ ʚɄ $,¥bࣗ ʌʚǶțț ſƨǶȳǖ b¥ࢁ

ࡽࡽ

İǫŗʚ b¥ࢁ ŗȳƕ $,¥b eǶ˙ƨ ĸɄʯࣞ

ÿ˝Ʉ ǶȭɱɄɼʚŗȳʚ ɱɼɄɱƨɼʚǶƨʌ ɄǑ ŗ ƕƨƉɄȭɱɄʌǶʚǶɄȳ

ࣖࡹ �Ʉʌʌțƨʌʌ �ɄǶȳࣘ Ƕʚ ʌǫɄʯțƕ ſƨ ɱɄʌʌǶſțƨ ʚɄ ɱɼɄȍƨƉʚ ʚǫƨ ɄɼǶǖǶȳŗț ɼƨțŗʚǶɄȳʌ ɄȳʚɄ ʚǫƨ
ƕƨƉɄȭɱɄʌƨƕ ʌƉǫƨȭŗࣗ ŗȳƕ ʚǫƨȳ ɼƨƉɄȳʌʚɼʯƉʚ ʚǫƨ ɄɼǶǖǶȳŗț

ࣖࡽ 6ƨɱƨȳƕƨȳƉ˦ âɼƨʌƨɼ˙ŗʚǶɄȳࣘ Ƕʚ ʌǫɄʯțƕ ſƨ ɱɄʌʌǶſțƨ ʚɄ ƉǫƨƉȕ Ƕȳ ʚǫƨ ɱɼɄȍƨƉʚƨƕ
ɼƨțŗʚǶɄȳʌ ˝ǫƨʚǫƨɼ ŗțț ʚǫƨ ǖǶ˙ƨȳ b6ऒʌ ŗɼƨ ʌŗʚǶʌ̇ƨƕ

ࢁࡽ

b¥ࢁ ŗȳƕ $,¥b ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱ

 İƨ Ɖŗȳ ǖƨʚ ࣱࡹ࣯ ˝Ƕʚǫ ŗ $,¥b ƕƨƉɄȭɱɄʌǶʚǶɄȳ
 İƨ Ɖŗȳ ǖƨʚ ſɄʚǫ ࣱࡹ࣯ ŗȳƕ ࣱࡽ࣯ ˝Ƕʚǫ ŗ b¥ࢁ ƕƨƉɄȭɱɄʌǶʚǶɄȳ
 $ʯʚ ˝ƨ Ɖŗȳऒʚ ŗț˝ŗ˦ʌ ǖƨʚ ࣱࡹ࣯ ŗȳƕ ࣱࡽ࣯ ˝Ƕʚǫ ŗ $,¥b ƕƨƉɄȭɱɄʌǶʚǶɄȳ

 ʌʚɼƨƨʚࣽƉǶʚ˦ࣽ˲Ƕɱ Ƕʌ ŗȳ ƨ˥ŗȭɱțƨ

ࢅࡽ

ÿƨʌʚǶȳǖ ǑɄɼ ŗ �Ʉʌʌțƨʌʌ �ɄǶȳ

 yǑ ˝ƨ ɱɼɄȍƨƉʚ R ɄȳʚɄ R1ࣗ R2ࣗ ࣚࣗ Rn ࣗ Ɖŗȳ ˝ƨ ɼƨƉɄ˙ƨɼ R ſ˦ ɼƨȍɄǶȳǶȳǖࣞ
 � ɱɼɄȍƨƉʚƨƕ Ǒɼŗǖȭƨȳʚࣘ Ri = ⇡Xi (R)

 6Ʉƨʌ R ƨɸʯŗț ʚɄ R1 on R2 on . . . on Rnࣞ
 �ȳ˦ ʚʯɱțƨ Ƕȳ R Ɖŗȳ ſƨ ɼƨƉɄ˙ƨɼƨƕ ǑɼɄȭ Ƕʚʌ ɱɼɄȍƨƉʚƨƕ Ǒɼŗǖȭƨȳʚʌ

 R ✓ R1 on R2 on . . . on Rn Ƕʌ Ʉſ˙ǶɄʯʌ
 óɄ ʚǫƨ Ʉȳț˦ ɸʯƨʌʚǶɄȳ Ƕʌࣘ ˝ǫƨȳ ˝ƨ ɼƨȍɄǶȳࣗ ƕɄ ˝ƨ ƨ˙ƨɼ ǖƨʚ ſŗƉȕ ʌɄȭƨʚǫǶȳǖ ˝ƨ
ƕǶƕȳऒʚ ǫŗ˙ƨ ɄɼǶǖǶȳŗțț˦ࣞ

 R ◆ R1 on R2 on . . . on Rn ȭʯʌʚ ſƨ ɱɼɄ˙ƨƕ

ࢉࡽ



ÿǫƨ ,ǫŗʌƨ ÿƨʌʚ

 óʯɱɱɄʌƨ ʚʯɱțƨ t ƉɄȭƨʌ ſŗƉȕ Ƕȳ ʚǫƨ ȍɄǶȳ
 ÿǫƨȳ t Ƕʌ ʚǫƨ ȍɄǶȳ ɄǑ ɱɼɄȍƨƉʚǶɄȳʌ ɄǑ ʌɄȭƨ ʚʯɱțƨʌ ɄǑ Rࣗ Ʉȳƨ ǑɄɼ ƨŗƉǫ Ri ɄǑ ʚǫƨ
ƕƨƉɄȭɱɄʌǶʚǶɄȳ

 ,ŗȳ ˝ƨ ʯʌƨ ʚǫƨ ǖǶ˙ƨȳ b6ऒʌ ʚɄ ʌǫɄ˝ ʚǫŗʚ Ʉȳƨ ɄǑ ʚǫƨʌƨ ʚʯɱțƨʌ ȭʯʌʚ ſƨ tࣞ

ࢍࡽ

ÿǫƨ ,ǫŗʌƨ ँ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱ

âɼɄƉƨƕʯɼƨ

ࣖࡹ óʚŗɼʚ ſ˦ ŗʌʌʯȭǶȳǖ t = abc . . .
ࣖࡽ bɄɼ ƨŗƉǫ i ࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ʚʯɱțƨ si ɄǑ R ʚǫŗʚ ǫŗʌ aࣗ bࣗ cࣗ ࣚ Ƕȳ ʚǫƨ ŗʚʚɼǶſʯʚƨʌ ɄǑ Ri

ࣖࢁ si Ɖŗȳ ǫŗ˙ƨ ŗȳ˦ ˙ŗțʯƨʌ Ƕȳ Ʉʚǫƨɼ ŗʚʚɼǶſʯʚƨʌ
ࣖࢅ İƨऒțț ʯʌƨ ʚǫƨ ʌŗȭƨ țƨʚʚƨɼ ŗʌ Ƕȳ tࣗ ſʯʚ ˝Ƕʚǫ ŗ ʌʯſʌƉɼǶɱʚࣗ ǑɄɼ ʚǫƨʌƨ ƉɄȭɱɄȳƨȳʚʌ

ࡽ

E˥ŗȭɱțƨࣘ ÿǫƨ ,ǫŗʌƨ

 �ƨʚ R(A,B,C ,D) ŗȳƕ ʚǫƨ ƕƨƉɄȭɱɄʌǶʚǶɄȳ ſƨ R1(A,B)ࣗ R2(B,C) ŗȳƕ R3(C ,D)

 �ƨʚ ʚǫƨ ǖǶ˙ƨȳ b6ऒʌ ſƨ F = {C ! D,B ! A}
 óʯɱɱɄʌƨ ʚǫƨ ʚʯɱțƨ t = abcd Ƕʌ ʚǫƨ ȍɄǶȳ ɄǑ ʚʯɱțƨʌ ɱɼɄȍƨƉʚƨƕ ɄȳʚɄ �$ࣗ $,ࣗ ,6

ࡽ

ÿǫƨ ÿŗſțƨŗʯ

�ƨʚऒʌ ſʯǶțƕ ŗȳ ǶȳʌʚŗȳƉƨ ɄǑ R ǑɼɄȭ ʚʯɱțƨ t = abcd Ƕȳ ⇡AB(R) on ⇡BC (R) on ⇡CD(R)

R � $ , 6
ǑɼɄȭ �$ ɱŗɼʚ ɄǑ t a b c1 d1
ǑɼɄȭ $, ɱŗɼʚ ɄǑ t a2 a b c d2 d
ǑɼɄȭ ,6 ɱŗɼʚ ɄǑ t a3 b3 c d

 Ďʌƨ $! � ʚɄ ʌʚŗʚƨ a2 ȭʯʌʚ ſƨ a
 Ďʌƨ ,! 6 ʚɄ ʌʚŗʚƨ d2 ȭʯʌʚ ſƨ d

İƨऒ˙ƨ ɱɼɄ˙ƨƕ ʚǫƨ ʌƨƉɄȳƕ ʚʯɱțƨ ȭʯʌʚ ſƨ t = abcd ࣙ ʚǫƨȳ
(⇡AB(R) on ⇡BC (R) on ⇡CD(R)) ✓ Rࣛ

࢙ࡽ



óʯȭȭŗɼ˦ ɄǑ ʚǫƨ ,ǫŗʌƨ

$ʯǶțƕ ʚǫƨ ÿŗſțƨŗʯࣗ ʚǫƨȳ

ࣖࡹ yǑ ʚ˝Ʉ ɼɄ˝ʌ ŗǖɼƨƨ Ƕȳ ʚǫƨ țƨǒʚ ʌǶƕƨ ɄǑ ŗ b6ࣗ ȭŗȕƨ ʚǫƨǶɼ ɼǶǖǫʚ ʌǶƕƨʌ ŗǖɼƨƨ ʚɄɄ
ࣖࡽ �ț˝ŗ˦ʌ ɼƨɱțŗƉƨ ŗ ʌʯſʌƉɼǶɱʚƨƕ ʌ˦ȭſɄț ſ˦ ʚǫƨ ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕǶȳǖ ʯȳʌʯſʌƉɼǶɱʚƨƕ
Ʉȳƨࣗ ǶǑ ɱɄʌʌǶſțƨ

ࣖࢁ yǑ ˝ƨ ƨ˙ƨɼ ǖƨʚ ŗȳ ʯȳʌʯſʌƉɼǶɱʚƨƕ ɼɄ˝ࣗ ˝ƨ ȕȳɄ˝ ŗȳ˦ ʚʯɱțƨ Ƕȳ ʚǫƨ ɱɼɄȍƨƉʚࣽȍɄǶȳ Ƕʌ
Ƕȳ ʚǫƨ ɄɼǶǖǶȳŗț ʚŗſțƨ ࣯ʚǫƨ ȍɄǶȳ Ƕʌ țɄʌʌțƨʌʌࣱ

ࣖࢅ ¶ʚǫƨɼ˝Ƕʌƨࣗ ʚǫƨ ̇ȳŗț ʚŗſțƨŗʯ Ƕʌ ŗ ƉɄʯȳʚƨɼƨ˥ŗȭɱțƨ

ࡱࢁ

E˥ŗȭɱțƨࣘ �Ʉʌʌ˦ �ɄǶȳ

 óŗȭƨ ɼƨțŗʚǶɄȳ R(A,B,C ,D) ŗȳƕ ʌŗȭƨ ƕƨƉɄȭɱɄʌǶʚǶɄȳ �$ࣗ $,ࣗ ,6
 $ʯʚ ˝Ƕʚǫ Ʉȳț˦ ʚǫƨ b6 ,! 6

ࡹࢁ

ÿǫƨ ÿŗſțƨŗʯ

R � $ , 6
t1 = a b c1 d1
t2 = a2 b c d2 d
t3 = a3 b3 c d

 Ďʌƨ ,! 6 ʚɄ ʌʚŗʚƨ d2 ȭʯʌʚ ſƨ d ࣗ ŗȳƕ ʚǫŗʚऒʌ ŗțț

ÿǫƨʌƨ ʚǫɼƨƨ ʚʯɱțƨʌ ŗɼƨ ŗȳ ƨ˥ŗȭɱțƨ ɄǑ R ʚǫŗʚ ʌǫɄ˝ʌ ʚǫƨ ȍɄǶȳ Ƕʌ țɄʌʌ˦ࣘ

 abcd Ƕʌ ȳɄʚ Ƕȳ Rࣗ ſʯʚ ˝ƨ Ɖŗȳ ɱɼɄȍƨƉʚ ŗȳƕ ɼƨȍɄǶȳ ʚɄ ǖƨʚ t = abcd

t1[AB] on t2[BC ] on t3[CD] = abcd

ࡽࢁ

b¥ࢁ 6ƨƉɄȭɱɄʌǶʚǶɄȳ

ÿǫƨɼƨ Ƕʌ ŗț˝ŗ˦ʌ ŗ țɄʌʌțƨʌʌࣽȍɄǶȳ ŗȳƕ ƕƨɱƨȳƕƨȳƉ˦ࣽɱɼƨʌƨɼ˙Ƕȳǖ b¥ࢁ ƕƨƉɄȭɱɄʌǶʚǶɄȳ

pɄ˝ ʚɄ ŗƉǫǶƨ˙ƨ bࣞ¥ࢁ

ࣖࡹ âƨɼǑɄɼȭ ʚǫƨ ǶʚƨɼŗʚǶ˙ƨ ſǶȳŗɼ˦ ƕƨƉɄȭɱɄʌǶʚǶɄȳ ɱɼɄƉƨʌʌ ʯɱ ʚɄ b¥ࢁ Ʉȳț˦
ࣖࡽ Ďʌƨ ʚǫƨ b¥ࢁ ó˦ȳʚǫƨʌǶʌ

 ¥ƨƨƕ ŗ ȭǶȳǶȭŗț ſŗʌǶʌ ǑɄɼ ʚǫƨ b6ऒʌ

ࢁࢁ



¡ǶȳǶȭŗț ,Ʉ˙ƨɼ ŗȳƕ b¥ࢁ ó˦ȳʚǫƨʌǶʌ

¡ǶȳǶȭŗț ,Ʉ˙ƨɼ

ŗțʌɄ ȕȳɄ˝ȳ ŗʌ ȭǶȳǶȭŗț ſŗʌǶʌ Ʉɼ ƨ˙ƨȳ ƉŗȳɄȳǶƉŗț ƉɄ˙ƨɼ

� ʌƨʚ ɄǑ b6ऒʌ Ƕʌ ŗ ȭǶȳǶȭŗț ƉɄ˙ƨɼ Ƕ˽

ࣖࡹ rhsऒʌ ŗɼƨ ʌǶȳǖțƨ ŗʚʚɼǶſʯʚƨʌ
ࣖࡽ ¥Ʉ ɼƨƕʯȳƕŗȳʚ b6ࣗ Ƕƨ b6 ʚǫŗʚ Ɖŗȳ ſƨ ƕǶʌƉŗɼƕƨƕ
ࣖࢁ ¥Ʉ ƨ˥ʚɼŗȳƨɄʯʌ ŗʚʚɼǶſʯʚƨ Ƕȳ lhsࣗ Ƕƨ ʚǫŗʚ Ɖŗȳ ſƨ ɼƨȭɄ˙ƨƕ ǑɼɄȭ ʚǫƨ lhs

ࢅࢁ

,ɄȳʌʚɼʯƉʚǶȳǖ ŗ ¡ǶȳǶȭŗț ,Ʉ˙ƨɼ

eǶ˙ƨȳ ŗ ʌƨʚ ɄǑ b6ऒʌ F

bǶȳƕǶȳǖ ŗ ȭǶȳǶȭŗț ƉɄ˙ƨɼ Fmin ɼƨɸʯǶɼƨʌࣘ

ࣖࡹ óɱțǶʚ rhsऒʌ
ࣖࡽ éƨɱƨŗʚƨƕț˦ ʚɼ˦ ʚɄ ɼƨȭɄ˙ƨ ŗȳ b6 ķ! � ŗȳƕ ʌƨƨ ǶǑ ʚǫƨ ɼƨȭŗǶȳǶȳǖ b6ऒʌ ŗɼƨ
ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ ʚɄ ʚǫƨ ɄɼǶǖǶȳŗț

ࣖࢁ éƨɱƨŗʚƨƕț˦ ʚɼ˦ ʚɄ ɼƨȭɄ˙ƨ ŗȳ ŗʚʚɼǶſʯʚƨ $ ǑɼɄȭ ŗ lhs $ķ! � ŗȳƕ ʌƨƨ ǶǑ ʚǫƨ
ɼƨʌʯțʚǶȳǖ b6ऒʌ ŗɼƨ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ ʚɄ ʚǫƨ ɄɼǶǖǶȳŗț

ࣖࢅ yʚƨɼŗʚƨ ࢁࣽࡽ ʯɱ ʚɄ ʌʚŗſțƨ

ࢉࢁ

,ɄȳʌʚɼʯƉʚǶȳǖ ŗ ¡ǶȳǶȭŗț ,Ʉ˙ƨɼ ः ǑɄɼ éƨŗț

pɄ˝ ʚɄ ŗƉǫǶƨ˙ƨ óʚƨɱ ࣘࡽ F � {X ! A} ⌘ Fࣞ

, F � {X ! A} |= X ! Aࣞ ࣯ʚɄ ɱɼɄ˙ƨ F � {X ! A} ǶȭɱțǶƨʌ F ࣱ
, ,ǫƨƉȕ ǑɄɼ A 2 X+ ˝ɼʚ F � {X ! A}

pɄ˝ ʚɄ ŗƉǫǶƨ˙ƨ óʚƨɱ ࣘࢁ (F � {BX ! A} [ {X ! A}) ⌘ Fࣞ

, F ǶȭɱțǶƨʌ (F � {BX ! A} [ {X ! A})
 ÿǫƨ Ʉʚǫƨɼ ˝ŗ˦ ɼɄʯȳƕ Ƕʌ Ʉſ˙ǶɄʯʌ ʌǶȳƉƨ X ! A |= BX ! A

, F |= X ! A
, ,ǫƨƉȕ ǑɄɼ A 2 X+ ˝ɼʚ F

ࢍࢁ



E˥ŗȭɱțƨࣘ ¡ǶȳǶȭŗț ,Ʉ˙ƨɼ

eǶ˙ƨȳ ʚǫƨ b6ऒʌ F = {ABC ! CD,A ! B,C ! A}

 óʚƨɱ ࣘࡹ F1 = {ABC ! C ,ABC ! D,A ! B,C ! A}
 óʚƨɱࣘࡽ

 ɼƨȭɄ˙ƨ ࣯ʚɼǶ˙Ƕŗțࣱ ABC ! C ʚɄ ǖƨʚ F2 = F1 � {ABC ! C}
 ƉŗȳȳɄʚ ɼƨȭɄ˙ƨ ABC ! Dࣗ ʌǶȳƉƨ D 62 ABC+

F2�{ABC!D} = ABC
 ƉŗȳȳɄʚ ɼƨȭɄ˙ƨ A ! Bࣗ ʌǶȳƉƨ B 62 A+

F2�{A!B} = A
 ƉŗȳȳɄʚ ɼƨȭɄ˙ƨ C ! Aࣗ ʌǶȳƉƨ A 62 C+

F2�{C!A} = C

ࢁ

E˥ŗȭɱțƨࣘ ¡ǶȳǶȭŗț ,Ʉ˙ƨɼ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱ

eǶ˙ƨȳ ʚǫƨ b6ऒʌ F = {ABC ! CD,A ! B,C ! A}

óʚƨɱ ࡽࣽࡹ ˦Ƕƨțƕʌ ʚɄ F2 = {ABC ! D,A ! B,C ! A}

 óʚƨɱ ࣘࢁ
 ɼƨȭɄ˙ƨ A Ƕȳ ABC ! D ʌǶȳƉƨ D 2 BC+

F2
= BCADࣖ 6ƨ̇ȳƨ F3

 ɼƨȭɄ˙ƨ B Ƕȳ BC ! D ʌǶȳƉƨ D 2 C+
F3

= CABDࣖ 6ƨ̇ȳƨ F4
 ƉŗȳȳɄʚ ɼƨȭɄ˙ƨ C Ƕȳ C ! D ࣯ʌǶȳǖțƨʚɄȳ Ƕȳ lhsࣱ
 ȳɄʚǫǶȳǖ ʚɄ ƕɄ ǑɄɼ A ! B ŗȳƕ C ! A ࣯ʌǶȳǖțƨʚɄȳʌ Ƕȳ lhsࣱ

bǶȳŗțț ࣗ˦ Fmin = F4 = {C ! D,A ! B,C ! A}

ࢁ

âɼɄɱƨɼʚǶƨʌ ɄǑ ¡ǶȳǶȭŗț ,Ʉ˙ƨɼ

eǶ˙ƨȳ ŗ ʌƨʚ ɄǑ b6ऒʌ F

 b6ऒʌ Ƕȳ Fmin ŗɼƨ ǶɼɼƨƕʯƉǶſțƨʌ
 Fmin ⌘ F ʚǫŗʚ Ƕʌ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ ʚɄ F+

min = F+

 Fmin Ƕʌ ȳɄʚ ʯȳǶɸʯƨ
 ƕƨɱƨȳƕʌ Ʉȳ ʚǫƨ ȳɄȳƕƨʚƨɼȭǶȳǶʌʚǶƉ ƉǫɄǶƉƨʌ Ƕȳ óʚƨɱʌ ࢁࣽࡽ

 Fmin Ƕʌ ɼƨɸʯǶɼƨƕ ǑɄɼ ʚǫƨ b¥ࢁ ʌ˦ȳʚǫƨʚǶʌ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ

࢙ࢁ

b¥ࢁ ó˦ȳʚǫƨʌǶʌ

ࣖࡹ ,ɼƨŗʚƨ Ʉȳƨ ɼƨțŗʚǶɄȳ ǑɄɼ ƨŗƉǫ lhs ɄǑ b6ऒʌ Ƕȳ ʚǫƨ ȭǶȳǶȭŗț ƉɄ˙ƨɼ
 óƉǫƨȭŗ Ƕʌ ʚǫƨ ʯȳǶɄȳ ɄǑ lhs ŗȳƕ ʌƨʚ ɄǑ rhsऒʌ

ࣖࡽ 6ǶʌƉŗɼƕ ɼƨțŗʚǶɄȳ R(X) ǶǑ S(XY ) ƨ˥Ƕʌʚʌ
ࣖࢁ yǑ ȳɄ ȕƨ˦ Ƕʌ ƉɄȳʚŗǶȳƨƕ Ƕȳ ŗȳ b6ࣗ ʚǫƨȳ ŗƕƕ Ʉȳƨ ɼƨțŗʚǶɄȳ ˝ǫɄʌƨ ʌƉǫƨȭŗ Ƕʌ ʌɄȭƨ
ȕƨ˦

ࡱࢅ



E˥ŗȭɱțƨࣘ b¥ࢁ ó˦ȳʚǫƨʌǶʌ

éƨțŗʚǶɄȳ R(A,B,C ,D,E) ˝Ƕʚǫ b6ऒʌ F = {AB ! C ,AB ! D,C ! B,E ! B}

�ʌʌʯȭƨ F Ƕʌ ŗ ȭǶȳǶȭŗț ƉɄ˙ƨɼ

6ƨƉɄȭɱɄʌǶʚǶɄȳ

ࣖࡹ �$,6ࣗ ,$ ŗȳƕ E$
ࣖࡽ ÿǫƨȳࣗ ɼƨȭɄ˙ƨ ,$ ʌǶȳƉƨ ,$ ✓ �$,6
ࣖࢁ �ȳƕ ŗƕƕ �E ǑɄɼ ŗ ȕƨ˦

ࡹࢅ

E˥ŗȭɱțƨࣘ b¥ࢁ ó˦ȳʚǫƨʌǶʌ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱ

éƨʌʯțʚǶȳǖ ƕƨƉɄȭɱɄʌǶʚǶɄȳ Ƕʌ R1(ABCD)ࣗ R2(EB) ŗȳƕ R3(AE)

 R1 R2 ŗȳƕ R3 ŗɼƨ b¥ࢁ
 R1 Ƕʌ ȳɄʚ $,¥b ſ˦ ,! $

ࡽࢅ

İǫ˦ yʚ İɄɼȕʌࣞ

b¥ࢁ ó˦ȳʚǫƨʌǶʌ

 âɼƨʌƨɼ˙ƨʌ ƕƨɱƨȳƕƨȳƉǶƨʌࣘ ƨŗƉǫ b6 ǑɼɄȭ ŗ ȭǶȳǶȭŗț ƉɄ˙ƨɼ Ƕʌ ƉɄȳʚŗǶȳƨƕ Ƕȳ ŗ
ɼƨțŗʚǶɄȳࣗ ʚǫʯʌ ɱɼƨʌƨɼ˙ƨƕ

 �Ʉʌʌțƨʌʌ �ɄǶȳࣘ ʯʌƨ ʚǫƨ Ɖǫŗʌƨ ʚɄ ʌǫɄ˝ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ɼɄ˝ ǑɄɼ ʚǫƨ ɼƨțŗʚǶɄȳ ʚǫŗʚ
ƉɄȳʚŗǶȳʌ ŗ ȕƨ˦ Ɖŗȳ ſƨ ȭŗƕƨ ŗțț ʯȳʌʯſʌƉɼǶɱʚƨƕ ˙ŗɼǶŗſțƨʌ

 bࣘ¥ࢁ ǫŗɼƕ ɱŗɼʚࣗ ŗ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ ɄǑ ȭǶȳǶȭŗț ƉɄ˙ƨɼʌ

ࢁࢅ

ÿǫƨ ¡ŗȳ˦ ¶ʚǫƨɼ ¥Ʉɼȭŗț bɄɼȭʌ



bǶɼʌʚ ¥Ʉɼȭŗț bɄɼȭ

ÿǫƨ ˙ƨɼ˦ ſŗʌƨțǶȳƨ ɄǑ éƨțŗʚǶɄȳŗț 6ŗʚŗſŗʌƨ 6ƨʌǶǖȳ

b¥ࡹ
éƨțŗʚǶɄȳ ǫŗʌ ࣯ŗࣱ ŗ ȕƨ˦ ŗȳƕ ࣯ſࣱ ŗʚɄȭǶƉ ƉɄțʯȭȳʌ ŗȳƕ ࣯Ɖࣱ ȳɄ ɼƨɱƨŗʚǶȳǖ ǖɼɄʯɱʌ ɄǑ
ƉɄțʯȭȳʌ

 óƨʚʌ Ʉɼ ʚʯɱțƨʌ Ʉɼ ʚŗſțƨʌ ŗɼƨ ȳɄʚ ŗțțɄ˝ƨƕ ŗʌ ŗʚʚɼǶſʯʚƨ ˙ŗțʯƨʌ
 ࣯ſƨƨɼʌ�Ƕȕƨƕ1ࣗ ſƨƨɼʌ�Ƕȕƨƕ2ࣗ $ƨƨɼʌ�Ƕȕƨƕ3ࣱ Ƕʌ ȳɄʚ ŗțțɄ˝ƨƕ ŗʌ ŗ ʌʯſʌƨʚ ɄǑ ƉɄțʯȭȳʌ

ࢅࢅ

óƨƉɄȳƕ ¥Ʉɼȭŗț bɄɼȭ

b¥ࡽ
b¥ࡹ ŗȳƕ ƨ˙ƨɼ˦ ȳɄȳࣽɱɼǶȭƨ ŗʚʚɼǶſʯʚƨ Ƕʌ Ǒʯțț˦ ǑʯȳƉʚǶɄȳŗțț˦ ƕƨɱƨȳƕƨȳʚ Ʉȳ ȕƨ˦ʌ

 éƨȭǶȳƕࣘ ȳɄȳࣽɱɼǶȭƨ ŗʚʚɼǶſʯʚƨʌ ŗɼƨ ȳɄʚ ȕƨ˦ ŗʚʚɼǶſʯʚƨʌ
 b6 ķ! � Ƕʌ Ǒʯțț iff � ƕɄƨʌȳऒʚ ƕƨɱƨȳƕ Ʉȳ ŗ ɱɼɄɱƨɼ ʌʯſʌƨʚ ɄǑ ķ
 b¥ࡽ Ƕʌ ȳɄʚ ʌɄ ɼƨțƨ˙ŗȳʚ Ƕȳ 6$ ƕƨʌǶǖȳ

ࢉࢅ

E˥ŗȭɱțƨࣘ b¥ࡽ

Drinkers(name, addr, beersLiked, brewery, favBeer)
b6ऒʌ ŗɼƨ ȳŗȭƨ! ŗƕƕɼ Ǒŗ˙$ƨƨɼ ŗȳƕ ſƨƨɼʌ�Ƕȕƨƕ! ſɼƨ˝ƨɼ˦

 Drinkers Ƕʌ bࣘ¥ࡹ ࣯ŗࣱ ȕƨ ࣗ˦ ࣯ſࣱ ŗʚɄȭǶƉ ˙ŗțʯƨʌ ࣯Ɖࣱ ȳɄȳࣽɼƨɱƨŗʚǶȳǖ ŗʚʚɼǶſʯʚƨʌ
 Drinkers Ƕʌ ȳɄʚ b¥ࡽ

 ȳŗȭƨ ſƨƨɼʌ�Ƕȕƨƕ! ŗƕƕɼ Ƕʌ ȳɄʚ Ǒʯțțࣗ ʌǶȳƉƨ ȳŗȭƨ! ŗƕƕɼ ǫɄțƕʌ

 Drinkers ƉŗȳȳɄʚ ſƨ b¥ࢁ ƨǶʚǫƨɼ

ࢍࢅ

¥Ʉɼȭŗț bɄɼȭʌࣘ $ƨʌʚ âɼŗƉʚǶƉƨʌ

b¥ࡹ গ b¥ࡽ গ b¥ࢁ গ $,¥b

 �ț˝ŗ˦ʌ ʚɼ˦ ʚɄ ƕƨƉɄȭɱɄʌƨ ʯɱ ʚɄ $,¥b
 İǫƨȳ Ʉȳƨ ƉŗȳȳɄʚ ǖƨʚ ƕƨɱƨȳƕƨȳƉ˦ ɱɼƨʌƨɼ˙Ƕȳǖ $,¥bࣗ ȭŗ˦ ƕƨƉǶƕƨ ʚɄ ʌʚɄɱ ʚɄ b¥ࢁ
 6ƨȳɄɼȭŗțǶ˲ƨ ſƨțɄ˝ b¥ࢁ Ʉȳț˦ ǑɄɼ ǖɄɄƕ ɼƨŗʌɄȳ ࣯ɱƨɼǑɄɼȭŗȳƉƨࣱ Ʉɼ ƕŗʚŗ ȭɄƕƨț
ʌǫǶǒʚࡽ

ȳƨʌʚƨƕࡽ ɼƨțŗʚǶɄȳʌࣗ ƕɄƉʯȭƨȳʚ ƕſࣗ ȕƨ˦ࣽ˙ŗțʯƨ ʌʚɄɼƨʌࣗ ࣚ

ࢅ



¡Ʉɼƨ óʚɼǶȳǖƨȳʚ ¥Ʉɼȭŗț bɄɼȭʌ

$ƨ˦Ʉȳƕ bʯȳƉʚǶɄȳŗț 6ƨɱƨȳƕƨȳƉǶƨʌ

 ¡ʯțʚǶࣽĬŗțʯƨƕ 6ƨɱƨȳƕƨȳƉǶƨʌࣘ b¥ࢅ
 b6 ॻ �ɄǶȳ 6ƨɱƨȳƕƨȳƉǶƨʌࣘ Eÿ¥b ࣯pࣖ 6ŗɼ˝ƨȳ ƨʚ ŗțࣖࣗ ࣱࡽࡹࡱࡽ
 �6ࣘ bࣗ¥ࢉ b¥ࢍ
 6ɄȭŗǶȳ ŗȳƕ �ƨ˦ ƉɄȳʌʚɼŗǶȳʚʌࣘ 6�¥b
 ࣚ

ࢅ

¡Ĭ6ऒʌ ŗȳƕ b¥ࢅ

éʯȳȳǶȳǖ E˥ŗȭɱțƨ

,țŗʌʌ $ɄɄȕ

ʚǶʚțƨ
ʌƨʚ ɄǑ ŗʯʚǫɄɼʌ
ɱʯſțǶʌǫƨɼ
ʌƨʚ ɄǑ ȕƨ˦˝Ʉɼƕʌ

 óʚɼŗǶǖǫʚǑɄɼ˝ŗɼƕ ʚɄ ȭɄƕƨț Ƕȳ ŗȳ˦ ɱɼɄǖɼŗȭȭǶȳǖ țŗȳǖʯŗǖƨ
 ÿɼǶƉȕ˦ Ƕȳ ɼƨțŗʚǶɄȳŗț ƕŗʚŗſŗʌƨࣛ

࢙ࢅ

$ŗʌǶƉ âɼɄɱɄʌŗț

EǶʚǫƨɼ ˝ƨ ǶǖȳɄɼƨ ʚǫƨ ȳɄɼȭŗțǶ˲ŗʚǶɄȳࣚ

ÿǶʚțƨ �ʯʚǫɄɼ âʯſțǶʌǫƨɼ �ƨ˦˝Ʉɼƕ

bɄ6 óࣖ �ſǶʚƨſɄʯț �ƕƕǶʌɄȳࣽİƨʌțƨ˦ 6ŗʚŗſŗʌƨ
bɄ6 éࣖ pʯțț �ƕƕǶʌɄȳࣽİƨʌțƨ˦ 6ŗʚŗſŗʌƨ
bɄ6 Ĭࣖ ĬǶŗȳʯ �ƕƕǶʌɄȳࣽİƨʌțƨ˦ 6ŗʚŗſŗʌƨ
bɄ6 óࣖ �ſǶʚƨſɄʯț �ƕƕǶʌɄȳࣽİƨʌțƨ˦ �ɄǖǶƉ
bɄ6 éࣖ pʯțț �ƕƕǶʌɄȳࣽİƨʌțƨ˦ �ɄǖǶƉ
bɄ6 Ĭࣖ ĬǶŗȳʯ �ƕƕǶʌɄȳࣽİƨʌțƨ˦ �ɄǖǶƉ
ÿ,$ �ࣖ6ࣖ Ďțțȭŗȳ âƨŗɼʌɄȳ 6ŗʚŗſŗʌƨ
ࣖࣖ
ࣖ

ࣖࣖ
ࣖ

ࣖࣖ
ࣖ

ࣖࣖ
ࣖ

 �ƨ˦ࣘ ࣯ÿǶʚțƨࣗ �ʯʚǫɄɼࣗ �ƨ˦˝Ʉɼƕࣱ
 ¥Ʉʚ Ƕȳ bࣗ¥ࡽ ǖǶ˙ƨȳ ÿǶʚțƨ! âʯſțǶʌǫƨɼ ࡱࢉ



yȳʚƨɼȭƨƕǶŗʚƨ óʚŗʚƨ

ࣚ¶ɼ ˝ƨ ǖɄ ʚɄ bࣗ¥ࢁ $,¥b

ÿǶʚțƨ âʯſțǶʌǫƨɼ

bɄ6 �ƕƕǶʌɄȳࣽİƨʌțƨ˦

ÿǶʚțƨ �ʯʚǫɄɼ �ƨ˦˝Ʉɼƕ

bɄ6 óࣖ �ſǶʚƨſɄʯț 6ŗʚŗſŗʌƨ
bɄ6 éࣖ pʯțț 6ŗʚŗſŗʌƨ
bɄ6 Ĭࣖ ĬǶŗȳʯ 6ŗʚŗſŗʌƨ
bɄ6 óࣖ �ſǶʚƨſɄʯț �ɄǖǶƉ
bɄ6 éࣖ pʯțț �ɄǖǶƉ
bɄ6 Ĭࣖ ĬǶŗȳʯ �ɄǖǶƉ

 $ʯʚ ˝ƨ ʌʚǶțț ǶǖȳɄɼƨ ʚǫƨ ȭʯțʚǶ˙ŗțʯƨƕ ƕƨɱƨȳƕƨȳƉǶƨʌࣚ

ࡹࢉ

¡Ĭ6ऒʌ

¡Ĭ6ऒʌ ŗɼƨ Ǒʯțț ƉɄȳʌʚɼŗǶȳʚʌ Ʉȳ ɼƨțŗʚǶɄȳࢁ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࣯¡ʯțʚǶࣽĬŗțʯƨƕ 6ƨɱƨȳƕƨȳƉ˦ࣱ
�ƨʚ R ſƨ ŗ ɼƨțŗʚǶɄȳ ɄǑ ʌƉǫƨȭŗ {X ,Y ,Z}ࣙ X ⇣ Y ǫɄțƕʌ ˝ǫƨȳƨ˙ƨɼ (x, y, z) ŗȳƕ
(x, t, u) ſɄʚǫ ſƨțɄȳǖ ʚɄ Rࣗ Ƕʚ ǶȭɱțǶƨʌ ʚǫŗʚ (x, y, u) ŗȳƕ (x, t, z) ʌǫɄʯțƕ ŗțʌɄ ſƨ Ƕȳ R

yȳǑɄɼȭŗțț˦
X ⇣ Y ǫɄțƕʌ ǶǑ ǑɄɼ ŗȳ˦ ˙ŗțʯƨ ɄǑ X ࣗ ʚǫƨɼƨ ƨ˥Ƕʌʚʌ ŗ ˝ƨțțࣽƕƨ̇ȳƨƕ ʌƨʚ ɄǑ ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ Y
ŗȳƕ ŗ ˝ƨțțࣽƕƨ̇ȳƨƕ ʌƨʚ ɄǑ ˙ŗțʯƨʌ ɄǑ Z ࣗ Ƕȳƕƨɱƨȳƕŗȳʚ Ʉȳƨ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ Ʉʚǫƨɼࣖ

�țțࢁ ʚǫƨ ŗʚʚɼǶſʯʚƨʌ ŗɼƨ ȳƨƉƨʌʌŗɼǶț˦ Ƕȳ˙Ʉț˙ƨƕࣖ

ࡽࢉ

¡Ĭ6ऒʌ ࣯ƉɄȳʚऒƕࣱ

A ⇣ B | C

� $ ,

a1 b1 c1
a1 b1 c2
a1 b2 c1
a1 b2 c2
a2 b1 c1
a2 b1 c3

¡Ĭ6ऒʌ ǑɼɄȭ âǫ˦ʌǶƉʌࣘ

 6ƨɱŗɼʚȭƨȳʚ {$ʯǶțƕǶȳǖ} {EȭɱțɄ˦ƨƨ {ÿƨțƨɱǫɄȳƨ}}
 ¡Ĭ6ऒʌ ঋ {6ɱʚ⇣ $ƕǶȳǖ  Eȭɱࣗ ÿƨț ࣙ 6ɱʚࣗ Eȭɱ⇣ ÿƨț  $ƕǶȳǖ}

ࢁࢉ

âɼɄɱƨɼʚǶƨʌ ɄǑ ¡Ĭ6ऒʌ

yȳǑƨɼƨȳƉƨ ó˦ʌʚƨȭ ࣷbɄ6 ࣗࢅ࢙࢙ࡹ ÿǫƨɄɼƨȭ ࢉࣖࢁࣖ ɱࣖ ࣹࡽࡹ
�ƨʚ U ŗ ǖǶ˙ƨȳ ʌƨʚ ɄǑ ŗʚʚɼǶſʯʚƨʌ ŗȳƕ X ࣗ Y ࣗ Z ŗɼƨ ʌʯſʌƨʚʌ ɄǑ U ࣙ

 ,ɄȭɱțƨȭƨȳʚŗʚǶɄȳࣘ ǶǑ X ⇣ Y ࣗ ʚǫƨȳ X ⇣ (U � Y )

 éƨ̈ƨ˥Ƕ˙Ƕʚ˦ࣘ ǶǑ Y ✓ X ࣗ ʚǫƨȳ X ⇣ Y ࣯ʚɼǶ˙Ƕŗțࣱ
 �ʯǖȭƨȳʚŗʚǶɄȳࣘ ǶǑ X ⇣ Y ࣗ ʚǫƨȳ XZ ⇣ YZ
 ÿɼŗȳʌǶʚǶ˙Ƕʚ˦ࣘ ǶǑ X ⇣ Y ŗȳƕ Y ⇣ Z ʚǫƨȳ X ⇣ (Z � Y )

 ,Ʉȳ˙ƨɼʌǶɄȳࣘ ǶǑ X ! Y ࣗ ʚǫƨȳ X ⇣ Y
 yȳʚƨɼŗƉʚǶɄȳࣘ ǶǑ X ⇣ Y ŗȳƕ XY ! Z ࣗ ʚǫƨȳ X ! (Z � Y )

�ɼȭʌʚɼɄȳǖऒʌ �˥ǶɄȭʌ ࣯ſɄʚǫ Ʉȳ b6ऒʌ ŗȳƕ ¡Ĭ6ऒʌࣱ ƉɄȳʌʚǶʚʯʚƨ ŗ ʌɄʯȳƕ ŗȳƕ ƉɄȭɱțƨʚƨ
ǶȳǑƨɼƨȳƉƨ ʌ˦ʌʚƨȭ ǑɄɼ ʚǫƨ b6ॻ¡Ĭ6 ƉțɄʌʯɼƨ ƉɄȭɱʯʚŗʚǶɄȳ

ࢅࢉ



ʚǫࢅ ¥Ʉɼȭŗț bɄɼȭ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ bࣱ¥ࢅ࣯
bɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ ȳɄȳ ʚɼǶ˙Ƕŗț ¡Ĭ6 X ⇣ Y Ƕȳ Rࣗ ʚǫƨȳ X Ƕʌ ŗ ʌʯɱƨɼȕƨ˦

óʚɼŗǶǖǫʚǑɄɼ˝ŗɼƕ ƨ˥ʚƨȳʌǶɄȳ ɄǑ $,¥b ʚɄ ¡Ĭ6ऒʌࣖ

�ɄʌʌƨțƨʌʌࣽȍɄǶȳ ƕƨƉɄȭɱɄʌǶʚǶɄȳ ɄǑ R(X ,Y ,Z)

6ƨƉɄȭɱɄʌǶʚǶɄȳ (X ,Y ) ŗȳƕ (X ,Z) Ƕʌ țɄʌʌƨțƨʌʌࣽȍɄǶȳ Ƕ˽ X ⇣ Y ǫɄțƕʌ Ƕȳ R
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