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Qq caractéristiques imporfantes des méthodes d'analyses :

la justesse : c'est |'étroitesse de |'accord entre une mesure (ou la
moyenne des mesures) et la valeur "vraie" de I'échantillon.

valeur "vraie" : waleur "vraie' : g

méthode ni juste, ni fidéle méthode fidéle
\ mais pas juste /

la répétabilité : il s'agit de la mesure de la fidélité si les opérateur,
instrument(s), méthode, dans des délais courts sont les mémes. Il est
représenté par |'écart-type (s) si celui-ci est constant ou par le
coefficient de variation s'il varie.

= la limite de répétabilité (ou répétabilité), notée r, est |'écart
maximal au niveau de confiance de 95% entre deux résultats obtenus
sur un échantillon commun par une méme méthode, un méme opérateur
travaillant sur le méme appareil dans un délai court, c'est-d-dire selon
des conditions de répétabilité.

la reproductibilité : il s'agit de la mesure de la fidélité lorsque
n'importe quelle condition change (opérateur et/ou instrument(s)

(‘r/ou méthode et/ou délai d'exécution, etc.) /




= la limite de reproductibilité (ou reproductibilité), notée R, est
I'écart maximal au niveau de confiance de 95% entre deux résultats
obtenus sur un échantillon commun par deux opérateurs ou deux
laboratoires différents, sur des appareils différents, parfois selon des
méthodes d'analyse différentes, c'est-d-dire selon des conditions de
reproductibilité.

Si lI'on veut mesurer la reproductibilité d'une méthode, il sera
nécessaire que tous les participants d'une analyse inter-laboratoire
utilisent la méme méthode.

Sil'on s'intéresse a la reproductibilité de I'analyte et non plus de la
méthode, des méthodes différentes peuvent tre utilisées

la robustesse : c'est |'importance des effets observés lorsque I'on

Q‘r subir de légéres variations contrélées aux conditions opér‘a'roir‘ey

1re partie : analyses statistiques a une variable
1. Notion de probabilité
2. Vérification du caractére aléatoire de collecte de données
3. Variable aléatoire, fonctions de distribution et de répartition
4. Représentations et valeurs caractéristiques d'une VA
5. Les lois de distribution
6. Vérification de la loi de probabilité d'une distribution
7. Intervalles de confiance

8. Comparaisons sur échantillons

\ 9. Etude de cas /
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2™ partie : analyses statistiques a deux variables

=> les régressions linéaires simples
1. Notion de corrélation et régression
2. La régression linéaire simple sans contrainte => RLS/MMCC
3. La régression linéaire simple avec contrainte => RLS/MMCF
4. Applications a la chimie analytique / Etude de cas

5. L'analyse des résidus

= 2 évaluations : coefs 50-50

J

1re partie :

analyses statistiques

a une variable

-




1. Notion de probabilité

définition : La probabilité est une évaluation du caractéere probable
d'un événement. Lorsque le hasard intervient dans sa réalisation,
celui-ci est dit aléatoire.

Soit une expérience, appelée épreuve, présentant n cas (résultats)
possibles dont seulement n; sont favorables,

la probabilité de réalisation de |'événement est : prob(Ei):%:fi:pi

donc 0 < prob(Ei) <1
et prob(non E;) = prob(E) = 1 - Pr(E)) = g;

o

_/

2. Vérification du caractére aléatoire de collecte de données

Une donnée expérimentale correspond a Xi=p+Li+¢g

or p n'est jamais connue, mais seulement estimée par m

et L et ¢ sont décomposables en plusieurs sources d'erreurs :
évolution de |'échantillon dans le temps, erreurs dues aux solutions
étalons, déréglage de I'appareil, erreurs de calcul, interférences,
erreurs de préparation de |'échantillon, etc.

On introduit alors la notion d'erreurs

- personnelles (dues a un travail mal réalisé),

- systématiques (détérioration progressive d'une solution ou d'un
échantillon, déréglement progressif d'un appareil, ...)

- aléatoires (erreurs expérimentales simplement dues au hasard).




Le test des signes est |'une des méthodes permettant cette distinction
des erreurs.

étape 1 : Les N données expérimentales (une 20aihe au minimum) étant
rangées dans |'ordre chronologique de leur collecte, on commence par
annoter une donnée d'un signe +, - ou O selon que la valeur considérée est
respectivement plus grande, plus petite ou égale a la valeur qui a précede
puis on comptabilise le nombre de groupes R de signes + et -

étape 2 : On calcule la fonction discriminante = 3R=2N+1
1,6 N—-2,9
étape 3 : Comme  prob(-1,96<U <1,96)=0,95

et prob(-2,575<U <2,575)=0,99
les fluctuations expérimentales observées seront considérées comme

aléatoire au niveau de confiance P si U est bien compris entre les
valeurs limites au seuil de risque choisi

3. Variable aléatoire, fonctions de distribution et de répartition

Soit la variable aléatoire étudiée, notée X, pouvant prendre les
valeurs x; (e R) déterminées par le résultat d'une épreuve

la VA X peut étre discréte ou continue
sa fonction de distribution est notée fy(x;) = prob(X = x;)
sa fonction de répartition est notée Fy(x;) = prob(X < x;)

_xl.
Fo(x)= _Z.O (&) siXestdiscrete

X
F(x)= .[ f(x)dx siXestcontinue

k => exemples /




4. Représentations et valeurs caractéristiques d'une VA

= Représentations individualisées

= Représentations par classes

RQ. soient N données expérimentales,

nombre minimal de classes : k > 1+10/5 logN - relation de Sturges

amplitude maximale des classes = (Xpax = Xmin)/K

— par la suite, |'effectif de la classe est attribué au centre de

\ la classe concernée /

= Valeurs caractéristiques :

il existe deux catégories de valeurs caractéristiques : les paramétres
de position et les paramétres de dispersion

_ n by
- la moyenne : X =>"x.p; silaVAestdiscrete parameétres de
=1 position
+00

X= J' X[ (x)dx silaVAestcontinue
aussi notée moupy

- le mode

- la médiane

\Ies quartiles, déciles, etc /




= Détermination des quartiles Q;, Q, (=Médiane), Q; :

* le 1¢" quartile (Q,) est la donnée de la série qui sépare les 25 % inférieurs des données
* le 2¢ quartile (Q,) est la donnée de la série qui sépare les 50 % inférieurs des données

* le 3¢ quartile (Q;) est la donnée de la série qui sépare les 75 % inférieurs des données
> Représentations individualisées / Séries discrétes

S'ily a N valeurs :

) ) o N+3
* le premier quartile est celuiquialerang ——
- L 4 2N +2 N+1
* le deuxieme quartile (médiane) est celui qui a le rang donc >
N+1

* le troisieme quartile est celui qui a le rang

- J

Quand le rang d'un quartile n'est pas une valeur entiére, on
procéde a une extrapolation linéaire :

« Si le rang se termine par 0,25, alors le quartile est la moyenne entre R, affecté du
coefficient 3 et de R, affecté du coefficient 1

* Sile rang se termine par 0,5, alors le quartile est la moyenne entre R, et R, (sans
coefficient)

« Si le rang se termine par 0,75, alors le quartile est la moyenne entre R, affecté du
coefficient 1 et de R, affecté du coefficient 3

Exemple : soit la série 1,11, 15, 19, 20, 24, 28, 34, 37, 47,50, 61

N+3 12+3 15%1 +19+3
lerang T=T=3,75 dOHCQ1= %:18

U @ s geqett )




3N+1

4

Qs : rang

= Diagramme en boite ou

_ 3%12+41

=175 =925 donc Q= L2 =395

Boite a moustaches :

x 25% 25% 25% 25% x
min max
variable
M= 26
Q-15(Q;- Q) B Q;+15(Q; - Qn)
- -1425 Q=18 57395 =7175

> Représentations par classes

Exemple :
classe eff. obs.

]20; 25] 3

125;30] 7

130; 35] 9

135; 40] 16 eff. obs histogramme des effectifs

140; 45] 12 18 Polygone des effectifs
145 ; 50] 7

150; 55] 1

Réservées aux VA continues !

20

25 30 35 40 45 50 55 classes
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paramétres de dispersion

- I'écart-type: ET(X)= /i(xl. -X)?p, silaVAestdiscréte
=

H-00 B
ET(X)= J I (- XY f(x)dx  silaVAestcontinue
aussi hoté s ou o o

RQ. la variance est notée var(X), s? ou c?

- I'étendue

- le coefficient de variation : CV(%):IOO*%

- 'écart-type a la moyenne : s(m)=

S
v
etc /

5. Les lois de distribution
5.1 la loi Binomiale B(N,p)

=> loi de distribution la plus simple qui décrit un dénombrement de
cas possibles.

Lors d'une expérience répétée N fois de fagons identiques et
indépendantes, elle ne peut donner que 2 réponses possibles.
La probabilité pour avoir x succes (0 < x < N) est

fi(x) = prob(X = x) = C p*qN Zz: % f°ﬂiﬁ°n de distribution
=%p" =)™ a1 ® R
moyenne : = Np 0,15 . )
écart-type : o=Npq z;: . .
=> loi discontinue, symétrique par 0.00 +—————————*—1x
&“PPO"* ax = pet maximale a x = ¢ o 2 4 6 8 10

11



RQ 1.

RQ 2.

ni trop pres de 1 et que Np > 20

d'écart-type o = [Npq

o

si N tend vers |'infini (> 50), p vers 0 (< 0,1) et Np <5,
alors la loi B(N, p) tend vers une loi de Poisson de parametre 1 = Np

si N tend vers |'infini (> 50), que p n'est pas trop petit (> 0,15)

alors la loi B(N, p) tend vers une loi de Normale de moyenne p= Np et

_/

5. Les lois de distribution
5.2 la loi de Poisson P(1)

=> loi des événements rares.

négatives :

fy(x) = prob(X = x) = }‘X—);exp(—k)
moyenne : A
écart-type : o=+J1

=> loi discontinue, en forme de J
inversé, maximale a x = 0 et tend
vers 0 gd x augmente

moyenne = A et d'écart-type o = V4

Soit une VA X qui peut prendre toutes les valeurs entieres non

0,50
0,45
0,40 -
0,35 -
0,30 -
0,25 -
0,20 -
0,15 -
0,10 -
0,05 -

0,00

X)

prob((X:

fonction de distribution

kRQ. si A augmente, alors la loi P(2) tend vel

rs une loi Normale de ‘

12



5. Les lois de distribution
5.3 la loi Normale N(x, o)

=> aussi appelée loi de Gauss ou de Laplace-Gauss

Soit une VA X qui peut prendre toutes les valeurs réelles possibles :

- )= _(x—p)y?

fX(X) = pl"Ob(X = X) = Gmexp[ 262 0,1800 7 E loi de distribution
0,1600 }g’
0,1400 4 &

moyenne : 0,1200

, 0,1000 4

ecart-type : o 0.0800
0,0600

=> loi continue, en forme de cloche, 0.0400

symétrique par rapport a x = y et vl

maximale a x = g, tend vers zéro 5 ; B s

quand x tend vers t« .
\ RQ j fx(x)dle /

=> utilisation de la loi N(x,0) sous forme de N(0,1) en posant z = %

La VA Z est alors dite "centrée réduite" :

sa moyenne vaut zéro  son écart-type 1

fonction de distribution
(X0 1
L -

/} \\ 2%
i out ~ 68% de l'effectif total appartient & l'intervalle p + o,
21" ~ 95% de l'effectif total appartient a l'intervalle p + 2c,
ff \ ~ 99% de l'effectif total appartient a l'intervalle p + 2.5c,
01 \
’,-" \ ~ 99.8% de I'effectif total appartient a l'intervalle p + 3o.

-4 -2 u 2 4
k - /

13



Rq; pour une loi hormale moyenne = mode = médiane au seuil de

risque o

%
fonction de répartition Fé D) FZ (Z) = J- fZ(Z) dz
o

4_'_—??_(})7{;
e => table de la

o5 e loi N(0,1)
% . 5

\_ s/

6. Vérification de la loi de probabilité d'une distribution

6.1.Test du Khi? (ou de Karl Pearson)

=> sert d comparer une distribution observée a une distribution
théorique quelle que soit sa loi

étape 1 :

choisir une représentation individualisée si la loi de comparaison
est discontinue, une représentation par classes si la loi de comparaison
est continue

étape 2 :

ligne a lighe, on calcule la probabilité p; de la VA X & partir
de la loi de distribution que |'on veut tester, d'ol |I'on va déterminer
I'effectif théorique attendu C; = Np;

k il faut que Ci>5!!!/

14



étape 3 :
on calcule x7, =>"

=

L (O, C)Z k.02
p2reun
que |'on compare & y 24, (table de Pearson) au seuil de risque a
avec v = (k - p - 1) degrés de liberté

ol p = O pour une loi quelconque,
= 1 pour une loi Binomiale ou de Poisson
= 2 pour une loi Normale

niveau de confiance P
prob(zﬁﬁpjz

seuil de risque o

prob(z >5P)=(l

observation / conclusion :

Si 1240 < 724, alors la distribution observée est
représentative de la loi de distribution étudiée au seuil de risque o

o J

15



6. Vérification de la loi de probabilité d'une distribution
6.2 Test de la droite de Henry

=> sert a comparer une distribution observée a une distribution de loi

normale, et est basé sur la linéarisation de la fonction de répartition

étape 1 :
on calcule la moyenne et |'écart-type de I'échantillon que I'on
prend pour estimateurs de la loi hormale N(x,0)

étape 2 :
pour chaque valeur x; de |'échantillon, on calcule le probit
théorique e
(prob th), = "0”+5 (3 valeurs suffisent...)
étape 3 :

pour chaque valeur x; de I'échantillon, on cherche le probit
observé a partir des fréquences relatives cumulées

an—O,S
F*= A v et de la table des probits

étape 4 :
on trace le graphique probits = f(x;)

observation / conclusion :

Si les probits observés s'alignent a proximité de la droite
des probits théoriques de fagon aléatoire alors la distribution
observée suit une loi N(i,6)

ex. de droite de Henry

G o

Probits
o - m e s owm oo o~ = @
a
a
o

=> distribution non

k 0 5 10 15 20 2% x /




6. Vérification de la loi de probabilité d'une distribution
6.3 Test de Shapiro-Wilk

=> sert a comparer une distribution observée a une distribution de loi

normale (il faut un nombre pair de données expérimentales)

étape 1 :

classer les données expérimentales dans |'ordre croissant
puis en mettre la 1 moitié en colonne 1 de haut en bas et dans la
colonne 2 de bas en haut

étape 2 :
ligne a ligne, la colonne 3 est la différence entre la colonne 2
et celle qui précede

étape 3 :
recopier en colonne 4 depuis la 17 table de Shapiro-Wilk les

\coefficiem‘s appropriés /

étape 4 :
en colonne 5, multiplier ligne a ligne les deux colonnes qui
précédent puis tout additionner et mettre au carré = on obtient b?

étape 5 : x)
calculer Azzzxf—@ puis Wobs:%

observation / conclusion :

Si W, > Wy, lu dans la 2me table de Shapiro-Wilk alors la
distribution observée appartient a une loi N(u,c) au seuil de risque o

o

J

17



7. Intervalles de confiance

sont de deux types et ne s'appliguent que si la distribution étudiée suit

une loi normale

Intervalle de confiance sur les valeurs expérimentales (autour de p)

I'intervalle de confiance au niveau de probabilité P est |'intervalle qui
contient P% des valeurs expérimentales observées : x = y+ §p

i i
P37 P-II.T »—__vr e ?u:r pera Ip«zr‘

. e »
) : 8Lk 7o | L G A popalakion
v | S—— | des paluwes ‘.l.r.rh.‘p-r
. 15, as X and inhogalles w‘._-a.'r:-f)
—— 83,73

Soit une VA X qui suit une loi N(v,0),
on veut chercher I'IC, tel que prob(u - 8p < X < p+ 8) = P

si on pose z = x;“ la variable Z suit une loi N(0,1)
on a donc prob{_él’é‘_“sSP}_P
(e} (¢} (o)
=pr0b[—z<xc_5“£z]
= Z(Z)_Fz(_z)
=2F,(2)-1

on cherche donc dans la table N(0,1) z tel que F,(z) = (P+1)/2

wnaum pour ICy: X =p+8 =yt zo~m=*zs /

18



Toutes les valeurs expérimentales qui sortent de cet IC; sont dites
aberrantes au niveau de confiance P

les rejeter consiste a prendre un risque de 1 espéce (a), par opposition
au risque de 2™ espece (B) qui consiste a conserver une valeur incluse
dans I'IC, mais qui appartiendrait & une autre population

filz)

@ =>exercice 12

s
- : J

Test de Dixon

=> autre méthode pour repérer des valeurs expérimentales aberrantes

étape 1 :
classer les N données expérimentales dans |'ordre croissant

étape 2 :
calculer R, pour les valeurs expérimentales extrémes selon
observation / conclusion :

siN<7, R, = DTN o NN Si RoEs <Ry a 5:/:, alors la valeur
R A B | extréme peut éfre conservée
Gg<N<1z R, - X=X, Xy~¥yy avecunrisque de 2me espece (B)
18 <N=le, Tons ™% =x © "xy—x, acceptable

) X=X X=Xy, Si R"ES >Ry, a 1% alors la valeqr‘
SiN213, R, =L et LK extréme est aberrante et doit

N-2 1 N 3 A . .
etre rejetee

19



Intervalle de confiance sur la valeur vraie de @ = m+ 3p

Soit une VA X qui suit une loi N(v,0),
on cherche ici I'IC, el que prob(m - 8y < < m +8p) = P

puisque |'on part d'un échantillon de taille N (rarement possible

d'étudier une population compléte) la table N(0,1) n'est plus utilisable

= table de Student-Fisher

et §p = T@\fu seuil de risque o bilatéral et avec v = (N-1) ddI

\ écart-type a la moyenne /

RQ 1. si N suffisamment grand, t est remplagable par z tel que
F(z) = (P+1)/2

RQ 2. si s % cste quel que soit N,ﬁ diminue si N augmente

RQ 3. si s varie, on lui préfére le coefficient de variation :
CV (%) =100 s/m

RQ 4. la valeur p = 1008,/m est appelée précision, on connait

alors y & p% prés au seuil de risque o _

. S

20



8. Comparaisons sur échantillons
8.1 Les hypotheéses
Un test statistique commence toujours par une hypothése que I'on

cherche a vérifier & un seuil de risque o / au niveau de confiance P
(o + P=100% = 1)

=> sont de 2 types :

Hypothése "nulle" H, :

;\¢=}\.o

= hypothése bilatérale
(symétrique le plus souvent)

et

w2

af2

z
k 2 '5p.1 i 1 6]) 3 3

prob{—éiP SZSSP}:P

prob{zé—fiP OUZZSP}ZZ%:Q

J

Hypothéses "alternatives" H, :

A > A
A<

£4)

-3 -2 -1 o

16p2

3

ex. test unilatéral a droite

o

prob(zSSP):P

= hypothése unilatérale a G.

= hypothése unilatérale a D.

prob(z > SP) =a

J

21



Quel que soit le test, tant que la valeur observée est inférieure a
la valeur théorique donnée par les tables, les différences observées
entre les valeurs comparées sont dues au hasard. En conséquence,
on acceptera |'hypothése H, et on rejettera |'hypothése H;

Rejeter Hy, alors qu'elle est peut-&tre vraie, ou accepter H; alors
qu'elle est peut-&tre fausse, constitue un risque de premiere espece :
risque a.

Accepter Hy, alors qu'elle est peut-&tre fausse, ou rejeter Hy, alors
qu'elle est peut-&tre vraie, constitue un risque de deuxiéme espéce :

risque .

- J

8. Comparaisons sur échantillons

8.2 Le test de Student-Fisher

Comparaison d'une moyenne expérimentale m d une valeur de référence m,

étape 1 :
on pose |'hypothése en fonction de la question que I'on se pose
étape 2 :
on détermine la valeur observée de la fonction discriminante,
ici: -
tobs :mymo
étape 3 : N

on compare t,,, d une valeur limite 1, lue dans la table de
Student au seuil de risque o, uni- ou bilatéral selon I'hypothése posée,
et avec v=(N - 1) ddl

étape 4 :

Si tops < T4, alors on accepte Hy ou on _
rejette H,, selon |'hypothese posée _

22



Comparaison de deux moyennes expérimentales m; et m,

étape 1 :
on pose |'hypothése en fonction de la question que I'on se pose

étape 2 :
on détermine la valeur observée de la fonction discriminante,
ici: m
t =7‘ 1 2‘ [(Nl—l)slz+(N2—l)S§ écart-type

b =

Mg Ly 1 avec s V N, +N_ -2 estimé commun
i N, N, 17
étape 3 :

on compare t,, d une valeur limite 1, lue dans la table de
Student au seuil de risque o, uni- ou bilatéral selon I'hypothése posée,
etavecv=(N;+N,-2)ddl

frope t =>exercice 22
Si tops < T4, alors on accepte Hy ou on
rejette Hy, selon |"hypothése posée _

Comparaison d'une fréquence expérimentale f & une valeur de référence p

étape 1 :
on pose |'hypothése en fonction de la question que I'on se pose

étape 2 :

on détermine la valeur observée de la fonction discriminante,
ici: _ [f-p)

> [p-p)

étape 3 : N

on compare 1, d une valeur limite 1, lue dans la table de
Student au seuil de risque o, uni- ou bilatéral selon I'hypothése posée,
etavecv=(N -1)ddl

étape 4 :

Si tops < T4, alors on accepte Hy ou on
rejette H,, selon I'hypothese posée _

23



Comparaison de deux fréquences expérimentales f; et f,

étape 1 :
on pose |'hypothése en fonction de la question que I'on se pose

étape 2 :
on détermine la valeur observée de la fonction discriminante,
ici: . If,— 1|
obs T 1) avec p=Nifi*Nofy  probabiits
p(l—p){—+— N, +N,-2  estimée commune
Nl N2

étape 3 :
on compare t,, d une valeur limite 1, lue dans la table de

Student au seuil de risque o, uni- ou bilatéral selon I'hypothése posée,
et avec v=(N; + N, - 2) ddl

étape 4 :

Si tops < T4, alors on accepte Hy ou on
rejette H,, selon |'hypothese posée _

8. Comparaisons sur échantillons

8.3 Le test de Pearson (Khi?)

Comparaison d'une variance expérimentale s® a une valeur de référence o,>

étape 1 :

on pose |'hypothése en fonction de la question que I'on se pose
étape 2 :

on détermine la valeur observée de la fonction discriminante,
ici: )

2

Yops =V avec v = N si y connue sinon (N-1) ddI

Q‘m
=R}

étape 3 :

on compare y,s @ une valeur limite ., lue dans la table de
Pearson au seduil de risque o avec v dd|
étape 4 :

i ' > 2 2 1 2 2

il faudra alors accepter I'hypothése  s’<of si %2 <xf i,

s2=02

2 2 2
0 s1 X'th,l—oc/2 < Xobs < X't.h,oc/2
2 2 1 2 2
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8. Comparaisons sur échantillons
8.4 Le test de Fisher-Snedecor

Comparaison de deux variances expérimentales s, et s,?

étape 1 :
seule hypothése possible : H; s,%>s,?
Le test est unilatéral par défaut

étape 2 :
on détermine la valeur observée de la fonction discriminante, ici
s? .
obs = g2 tjs> 1!
2

étape 3 :

on compare F, a une valeur limite F,;, lue dans la table de Fisher
au seuil de risque o avec v; et v, = N et/ou (N-1) ddl selon si y; et/ou 1,
sont ou non connues

étape 4 : =>exercice 28
\ Si Fops < Fip, ON rejette H; _ /

9. Etude de cas

2™ partie :
analyse statistique
a deux variables

=> les régressions linéaires simples

o J




1. Notions de corrélation et régression

Quand peut-on dire qu'il y a corrélation ?

On dit qu'il y a corrélation lorsqu'il y a possibilité de relier deux
variables (ou plus) par un lien mathématique

linéaire simple : y = y, + bx
linéaire multiple : y = yo + byx; +b,x, + ...
polynomial simple : y = yg +byx + byx? + ..

parabolique, logarithmique, exponentielle, etc

Ce lien est quantifié par le coefficient de corrélation, noté r, ou R

selon le cas.
Dans la pratique : -1<r(uR)<1 T
et I'on a affaire a des nuages de points orientés /

La régression est un ensemble de méthodes statistiques utilisées pour
analyser la relation d'une variable par rapport a une ou plusieurs autres.

Il en existe deux sortes couramment utilisées :

- la régression par la Méthode des Moindres Carrés
Conventionnels (MMCC) => y, déterminé avec b

- la régression par la Méthode des Moindres Carrés Forcés
(MMCF) =>y, connu et fixe, seul b est déterminé

Y i individu

Par la Méthode des Moindres Carrés, on A
cherche a minimiser au maximum les i
écarts entre la valeur expérimentale y;
de la variable expliquée Y et sa valeur

calculée y; par le modéle mathématique

|
Yo— I
[ X
=> obtention de la courbe la plus ajustée .y >
possible :




Le modéle de régression le plus connu est le modéle de régression
linéaire Y = yo + bx

De nombreux modéles apparemment non linéaires peuvent &tre
transformés en modéles linéaires, exemple :

y = a b =>Lny = Lna + x Lnb soity' =y'o+b'x
y=ax® =>Lny = Lna + b Lnx soity' =y'o+bx’
y = a exp(bx) => Lny = Lna + bx soity' =y'o+ bx
y= ax)irb =>1/y=a+b/x soity' = yo + bx'
etc

- J

2. La régression linéaire simple sans contrainte => RLS/MMCC

On dispose de N points expérimentaux dont les variations de la
variable Y (expliquée) sont expliquées par les variations de la variable
X (explicative) selon la relation y =y, + bx

La MMCC permet d'obtenir la AY i individu
"meilleure" droite de régression, c'est L

a dire la droite la plus ajustée possible s

aux données expérimentales, en y‘?

minimisant la Somme des Carrés des

Résidus :

N N
SCR=3 (y;=9)=> (y;=y,—bx,
=l =l

k =2V Y+ 2D Xy Ny +2by, 3 X+ b2 Y X /
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Les coefficients de sensibilité yq et b sont alors déterminés par les
dérivées simultanées

OSCR_( .+ OSCR_,

oy, b

dont la résolution conduit a yozm:j}—bfc

b= NY X, —Zx,-*Zzlyi
Ny ~(35)

=> la droite de régression
passe par le point moyen M (X, y)

J

1. Le coefficient de corrélation linéaire r

r quantifie le lien entre la variable expliquée et la variable explicative

= [variation expliquée _ | variation résiduelle
\  variation totale variation totale
SCR
1 —_ min
(N=1)s*(y)

(2]

la variation totale de'y est Y.(;—3)° =337 ——x~=(N-1)s*»)

la variation expliquée par le modéle de régression est ».(5,—»)

la variation résiduelle est Y (3,=3,)?=SCR . =>"y?=y,> y;=bY xy,

telles que
variation totale = variation expliquée + variation résiduelle
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on peut montrer que I'ona aussir = b 5x)

donc r et b sont de méme signe s»)

r = 0 => pas de corrélation, |r|=1=> corrélation "parfaite"

r? = coefficient de détermination et indique le pourcentage de
variation expérimentale expliquée par le modéle de régression

2. Vérification de |'existence significative d'une corrélation

=> test de Student de r contre O

hypothése H, : r = 0, absence de corrélation

puis on calcule ‘r—O‘ _
\ Lops = R avec s(r)=, I—Vr /

que |'on compare a t, au seuil de risque a bilatéral avec v = (N-2) ddl

Si tops < T, Ho est acceptée et il n'y a pas de corrélation
Si Tops > T1h, Ho st rejetée et il y a une corrélation significative

au seuil de risque o

3. Vérification de la significativité des coefficients de sensibilité

étape 1 : détermination des écart-types s(y/x), s(yo) et s(b)

P s _[ variationrésiduelle _ |SCR .
écart-type lié : s(y/x) “|nbre de degrés de liberté ~ VoS

Rq 1. s(y/x) pondere la SCR par le nbre de ddl, ainsi un petit échantillon
donnera un écart-type lié¢ important méme si SCR,,, est faible




Rq 2. une bonne régression aura s(y/x) le plus faible possible

[ s(/x) Siié
écart-type sur la pente : s(b) = S —x7 N OEIEE)

2
écart-type sur I'ordonnée d |'origine : s(y,) = s(b), %

étape 2 : test de y, contre O
=> test de Student
hypothese Hy : yo = 0 (RLS/MMCF(0,0))

puis on calcule _‘yO—O‘
obs s(yO)

\que I'on compare a 1y, au seuil de risque o bilatéral avec v = (N-2) ddl

Si tops < T, Ho est acceptée et on devra basculer en MMCF(0,0)
Si tops > T, Ho est rejetée et on reste en MMCC

au seuil de risque o

étape 3 : test de b contre O

=> test de Student
hypothése H, : b = O (absence de proportionnalité)

puis on calcule _‘b—o‘
tobx - S(b)

vue I'on compare a 1, au seuil de risque o bilatéral avec v = (N-2) y
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Si Tops < Th, Ho est acceptée et il n'existe pas de proportionnalité
significative ente X et Y =>y =y, =y

Si tops > T, Ho est rejetée et la proportionnalité entre X et Y est
significative => la relation y = y, + bx a un sens

au seuil de risque o

Rq. b peut tre testé contre n'importe quelle valeur théorique :

si b = by, la pente exp'@e ne différe pas de fagon significative de la
pente théorique

Si b = b, deux méthodes de dosages auront la méme sensibilité

Si b < b, 0ub>b., dlors la méthode de dosage étudiée sera moins,
Q plus, sensible que la méthode de référence

4. Droites d'incertitude - Points aberrants

on détermine les coordonnées du point moyen & de coordonnées (X, )

et I'incertitude sury : S5()=1 Siie.

Y W=t
puis on trace les droites paralléles a la droite de régression passant
par (0,yox8(y)) et par (X, y+5(y))

<™
v

y=y0+bx

= [€3

20(V)
w/ fout point expérimental qui
sort de la bande d'incertitude

\ . est considéré aberrant a a%/
0 = 7
X x
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5. Analyse de variance - tableau d' ANOVA

source de variation somme des carrés des écarts | ddl | carrés moyens Fexp
modéle de régression | > (J;,—») 1 | 20—y _CMR_
=CMR| /)
variation résiduelle | > (v, —#)*=SCR N-2 | SCR, ., /(N-2)
= s%(y/x)
variation totale Sy, —yP=(N-1)s*(y)

Si Foyp > Fin(a, vi=1, v,=(N-2) ddl) lue dans la table de Fisher
alors le modele explique la variation expérimentale observée

avec un taux de r?% de variation expliquée

Rq 1. la régression sera d'autant meilleure que F.,, sera élevé
\ Rq 2. en RLS/MMCC, on peut montrer que F,,, = 12, du test

o

de Student de r contre O

6. Valeurs prédites et intervalles de confiance
=> sont de 2 types selon que |'on considére une valeur y; isolée
ou répétée

Cas d'une mesure isolée
la valeur prédite pour une valeur donnée x; est ,=y,+bx,

son incertitude, au seuil de risque a% bilatéral, avec v = (N-2) ddI

est donnée par -
R 1 (r—x) ; <
O(P)=ts,, [ I++=—= b |\ s(Yy)
N —X)? Y P
Z(XI x) A 4 J ~——b
L e A
—_ J (%)
y4—= 250 - - 7

1
RLS / Mmcc Y / i
i S S 4 X
N
, = 1 rd
0 , X X4
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Cas d'une mesure répétée

on montre que la moyenne des valeurs prédites pour une valeur
donnée x; est également j, =3, =y, +bx,

son incertitude, au seuil de risque o.% bilatéral, avec v = (N-2) ddl
est donnée par

éT(j}i):tslié1 %"'%

droite de régression
droites d'incertitude

courbes de prédiction de mesures | ° T T T ! ,
répétées 0 20 40 60 80 100

3. La régression linéaire simple avec contrainte => RLS/MMCF

Dans certains cas, on s'attend a une valeur bien établie de yj :

ex. loi de Beer-Lambert A=gc/ (spectroscopie d'absorption)
loi de Henry P=kc (chromatographie "head space")
loi de la cryoscopie T =Ty, - K" c (t° de congélation d'une
solution)
etfc

Aprés controle,
on doit trouver que y, ne différe pas de fagon significative de la

valeur fixée et appliquer la méthode des Moindres Carrés Forcés

\(MMCF) /
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Casoliy,=0:y=bx

La Somme des Carrés de Résidus devient :
N N

SCR/ =;(yi—)’>l-)2=zl(yi—b,xi)2

= 3 -2bYy xy,+b*y X}

=0 conduit by = ZZ:;’C};’

1

dSCR,

et sa minimisation par ob,

o

et SCRy nin = 27 =0, XV,

o

_ [, _variationrésiduelle _ |,  SCR_ .,
= |n|= | 1- e Y = T 2
! variation totale (N-1)s*(y)
str) = avec v = (N-1) ddl
, ) Lo [ variation résiduelle  _ [SCR
écart-type lié : s = \nbre de degrés de liberté v
Sti¢

écart-type sur la pente : s(by) = \/ﬁ

Rq. sf(jzo)zs(y/x) %-FZ(XL_W

-
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Droites d'incertitude - Points aberrants

on détermine les coordonnées du point moyen G de coordonnées (X, y)

et |'incertitude sury : () =1 Stie.
Y ) IV

puis on trace les droites passant par (0,0) et par (X, y+3(y))

<
y y=DbrX

<

tout point expérimental qui
sort du cone d'incertitude est
considéré aberrant a a.%

e /

A

Cas ol y, connu et fixe mais #0 iy -y = bsx

mémes formules mais en remplagant y; par (y; - Yo)
=> changement de variable

4. Applications a la chimie analytique | _

1. Bruit de fond - Limites de détection et de quantification

réponse
signal S
k L A /
. ~
4/ =
ligne de base bruit  Nou g '€MPS
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La limite de détection (LD) est la plus petite concentration de |'analyte
pouvant étre détectée avec une incertitude acceptable, mais non
quantifiée dans les conditions de |'expérience

On considere que ceci est réalisé lorsque le signal dépasse 3s(y,)
ceci correspond a un seuil de risque de 0,13%

La limite de quantification (LQ) est la plus petite concentration de
I'analyte pouvant &tre quantifiée avec une incertitude acceptable dans
les conditions de |'expérience

On considere que ceci est réalisé lorsque le signal dépasse 10s(y)
ceci correspond a un seuil de risque de 5%

-

J

On ne peut conclure a la présence de |'analyte que si sa concentration
est supérieure a LD.

On ne peut la doser qu'entre des concentrations comprises entre LQ et
LL (limite de linéarité)

AG <——plusieurs étalons —>
RLS / MMCC ,,":

"“\\W / A

S I
- & I N /7
Yo *+ 10s(yp) == = _‘/ : points déviants
|
I
I
I

Yo *+ SS(YO)V_ o systématiques
o

C

i 'tod LID Ll limite de I limite de
imite de 2. £
détection Q quantification LL linéarité
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2. Détermination de la concentration d'une solution inconnue

Cas de la
RLS/MMcC

A

G

RLS/MMCC

G, + 5(Ge)

Ee - 5(Ge!
Yo >

—

S |
0'ioie

Co
2 §i{Cq!

\4

“«—— plusieurs étalons —>

o

Cas de la
RLS/MMCF

o

(_ie l S(Ge’

B

RLS/MMCF

Ge + 6(Ge) _ o —— —

Ged :— 7(

- /’
:

[~

i

Ve
/

-
i

|
g

C

’

“
0

LD LQ <—— plusieurs étalons —> ‘

Il
Fge
25(Cel

=

kb
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3. Méthode des ajouts dosés

que Ce aif un sens

/:J"‘
,,/,f—}f:'/
{.-

Cet étalonnage est réalisé en ajoutant une quantité connue c de
I'analyte a doser I'échantillon inconnu qui en contient déja

* =>exercice 33

il faut que LQ < Ce <LL pour RLS/MMCC

Yo~ |-

=

A

I

= Ce
\ 28(¢e)

L
- wlusiours ajouls >

4. Etude de cas

5. L'analyse des résidus

T

Soit un modele mathématique quelconque y = f(x;, X5, ...)
— régression polynomiale simple
— régression linéaire multiple
— régression logarithmique
— expressions qcq, efc
Le modele est arrété suite aux analyses statistiques vues

précédemment (coef de corrélation global et partiels, coefs de
sensibilité, s, Foyp, ...)

» La recherche des points aberrant passe par |'analyse des
résidus standardisés :

Y=y il fauT|R5| <2dP:95°/o
S 2,5499%
3 denv 100%

J
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L'analyse des résidus termine |I'analyse d'un modele mathématique
et permet de le valider définitivement :

1. Ils doivent suivre une loi normale centrée et réduite

2. TIlIs doivent étre indépendant des variables étudiées =>
graphiques RS = f(y) et RS = f(x;)

Exemple d'analyse compléte :
= TP

o
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