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Les appareuls électroniques et les documents sont interdits. Chaque réponse devra étre justifiée
de fagon rigoureuse en précisant, le cas échéant, les théorémes utilisés. La rédaction sera PTISE
en compte dans la note.

Exercice 1 Soient f, : R — R, n > 0, et f : R — R des fonctions mesurables. On suppose
qu'il existe une fonction g € L%(R) telle que pour tout n > 0, |fa| < g, et on suppose que
fn — f presque partout lorsque n — +00.

1. Montrer que f € L%(R), puis montrer avec soin que

/Rfﬁ—>/mf2,

lorsque n —— +o00.

2. Montrer que, lorsque n — +00

/R the— [ 1

3. En déduire que f, — f dans L?(R), lorsque 7 — +00.

cos
4. Application : on pose fp(z) = loi(l?‘)’

S8

o)

(a) Montrer que la suite f, converge dans L?(R), vers une limite f que 'on précisera.

(b) Montrer que la convergence a également lieu dans L°(R).
Indication : on pourra distinguer les cas |z| < /n et |z| = /7.

(c) Montrer que la convergence a lieu dans LP(R) pour tout 2 < p < 0.

Exercice 2 La transformée de Fourier d’une fonction g intégrable sur R est définie par :

1 +00 . {
a8 = —— e "*s g(z) dr , VEeR.
10=—= [ 00 €
1
Le but de ce probléme est de calculer la transformée de Fourier de la fonction f(z) = ob(z)

et +et

5 . Les parties I et II sont indépendantes.

ot ch(z) =



Partie I :

1. Montrer que f € L'(R) et calculer ||f]);.

fle) = —\72_..27 Re </0 e f(z) dm) A

N
3. Pour N 2 1et z 20, on définit fy(z) = 22(-—1)”6 @n+1z Vérifier que :

2. Montrer que :

fn(z) = f(x)+ (-1) -_CW

4. En déduire que

4 2 . (2n+1)
f(ﬁ)—'a (*)m-
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Partie II :
On considere la fonction 2m-périodique, impaire, définie par g(0) = g(7) = 0, et gla) =
ch(azx) sur ]0, 7| ol a est un parametre réel fixé.

1. Dessiner le graphe de la fonction lorsque a = 1.

2. Montrer que la série de Fourier de g est égale & :

+00
Sg(z) = % Z ((=1)**! ch(am) + 1) ;2—-_-7:—&5 sin(nz).
n=1

On pourra faire deuz intégrations par parties pour le calcul des coefficients de Fourier.
3. Que peut-on dire de la convergence de cette série ? Justifier soigneusement.

4. En déduire que :

ar 2(ch{am) + 1) 2n +1
e Z<— GrrDTE

Partie III :
1. (a) Vérifier que ch(2x) + 1 = 2¢ch?(x).
(b) Montrer que

=5 15

2. Bn utilisant la question 1. de la partie I, vérifier le résultat de la question précédente dans
le cas particulier ou £ = 0.



